
第1章 数

はるかな昔，人は 2までしかものを数えられない時代もありました．2より

多いものは全て“たくさん”といいました．やがて，人は，3まで，5まで，10

まで，100まで，1000まで，· · · と大きな自然数を数えられるようになってい
きました．事実，古代ギリシャ最大の学者アルキメデス（Archimedes，前 287

頃～212）は，小著『砂の計算者』で，もし宇宙を砂の粒で満たしたらその数は

1063（1のあとに 0が 63個並んだ数）を超えず，それよりいくらでも大きな数

が存在することを示しました．しかしながら，古代のエジプト人やギリシャ人

には，まだ，0と負数の考えはありませんでした1)．

0は，何も無いものを
あ

在ると見なす認識論的観点というよりは，

1, 2, 3, · · ·，9, 10, 11, 12, · · ·

などと，0から 9までの数字だけを用いて全ての自然数を表すこと，つまり，

（10進）「位取り記数法」に決定的でした．これは紀元後 6世紀前後になってイ

ンドの数学に始まり，それによってどんなに大きな数も簡単に表され，計算も

便利になりました．

負の数は小さな数から大きな数を引く必要性があって初めて認められる数

です．古代のエジプト・ギリシャ時代には‘小さな数－大きな数’は不可能で

あると思われていました．最近の研究によると，負数の導入とその加法・減法

の法則の発見は古代中国でなされたとのことです．現存する中国最古の数学

1) 歴史的記述に当たっては，労作『グレイゼルの数学史 I·II ·III』（保阪秀正・山崎昇訳，大竹
出版）を始め，『数学史』（武隈良一著，培風館），『現代数学小事典』（寺阪英孝編，講談

社），『
すう

数－体系と歴史』（足立恒夫著，朝倉書店），『岩波数学辞典（第 3版）』（日本数学会
編，岩波書店），その他，多くのインターネットのウェブサイトを参照しました．
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書『九章算術』（紀元前数百年前の著といわれます）では，例えば金額を未知

数に選び，負数はその不足を表しました．「負」という漢字はもともと「借り」

（負債）を意味するそうです．このような概念がインドに渡り，負数は長い間

「借金」とか「不足」といった言葉で表されました．ヨーロッパでは，14世紀以

後になって，ようやく一部の学者が負数を借金として解釈しました．しかし，

大部分の学者は負数を“うその数”と呼んでいました．‘借金 ×借金’の解釈，
つまり，負数どうしの積の意味付けに当惑と疑いを向けられる有様では，当然

といえば当然のことでした．16世紀中頃，ドイツの数学者が負数を‘何もな

いものより小さい数’と見なして理論的基礎付けに前進しましたが，人々は
•
　何

•
　も

•
　な

•
　い

•
　よ

•
　り

•
　小

•
　さ

•
　い

•
　量

•
　が

•
　存

•
　在

•
　す

•
　るという考えに慣れることができませんでした．

しかしながら，17世紀以降，数学・力学・天文学が大きく発展し，負数は正数

と同じ計算規則（例えば，(−1)+ (−2) = (−2)+ (−1)や (−3)× (−4) = (−4)× (−3)

などの最も基本的なもの）に従い，それを使うと計算が著しく軽減されるので

真に役立つことが認識され，また，矛盾する結果も決して現れないので，しっ

かりと数学に根付いていきました．そして，19世紀の前半になって，正・負の

整数についての厳密な理論が発展して，ついに負数は数として完全に公認され

たのでした．それからまだ 200年も経っていません．

長さ・面積・体積・重量・時間などの「量」を測定すると，いつも整数で表

されるわけではないことから，どうしても分数が必要になります．古代バビロ

ニアでは，紀元前 2千年頃には数学が高い水準に達し，60進分数が人々の生

活習慣に根付いていました．その数学は，ギリシャ・ヨーロッパの数学に大き

な影響を与え，現在でも時間や角度の単位に時・分・秒を用いるのはその名残

です．
どりょうこう

度量衡，つまり，長さ・容積・重さなどをより正確に測定する必要が生じる

と，小数を用いるのは必然になります．15世紀前半，中央アジアのチムール

王朝の数学者が，（10進）小数を研究して，整数部分と小数部分を区分する書

式を導入しました．17世紀の初めの近代ヨーロッパでは，小数は科学者や技

術者に集中的に浸透し始め，小数点 ( . ) などの記号による区分を用いた現在の

形になりました．

紀元前 6世紀，ピタゴラス（Pythagoras，前 582頃～496頃）に代表される
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古代ギリシャでは幾何学が盛んでした．彼の時代に，正方形の対角線と 1辺と

の比（の大きさ）が‘分数で表すことのできない数’
√

2になることが示され

ました．これが最初に発見された無理数でした．当時は自然数や自然数の比

（つまり分数）のみを数学の対象としていた時代です．
√

2を分数として表す

ことができないと知ったとき，ピタゴラス派の人々は，無理数を認めると自分

たちの数学が否定されると恐れ，数と認めることはおろか無理数の存在そのも

のをひた隠しにしました．以後，古代ギリシャの学者は，「量」を数ではなく

線分として考えるようになりました．

ここで，分数に注意を向けておきましょう．実は分数が数学者に数として認

知されるまでには負数と同じくらいの苦難の歴史がありました．ユークリッド

（Euclid，前 365頃～275，ギリシャ）は著書『原論』の中で分数にとり組むこ

とを避け，アルキメデスは分数を用いましたがそれを「数」とは認めませんで

した．彼らにとって‘数は自然数’を意味していました．分数は数（自然数の

こと）の比の
•
　大

•
　き

•
　さと見なされたのです．大きさは

•
　量であって数ではないとい

うのです．同様の理由で小数も数とは認められませんでした．現在から見ると

奇異に感じられると思いますが，ピタゴラスは“万物は数である”（世界は数で

できている）といったくらいです．したがって，昔の数学者の数に対する思い

入れはすさまじく,‘自然数のみが万物を創るのにふさわしい完全な存在であ

り，それ以外は中途半端で不完全極まりないもの’に思えたのでしょう．自然

数に対する特別な愛着は 17世紀になってもまだ続いていたと思われます2)．

現在，我々は‘数と量は一体のもの’と認識し，量を表すのに数を用い，分

数や無理数を自然数と同じ計算方法によって計算し，正しい結果を得ること

ができます．その考えは，“我思う，ゆえに我あり”の名言で有名なデカルト

（Reńe Descartes，1596～1650，フランス）の著作『幾何学』（1637）に始まり，

数と線分の同一視によって数と量の間の溝を埋めることが可能になりました．

数と線分の同一視の議論からこの章を始めたほうが数をより深く理解するのに

実り多いでしょう．

2) 19世紀になってもまだ自然数信仰は残っていたようです．ドイツの数学者クロネッカー
（Leopold Kronecker，1823～1891）の印象に残る言葉を紹介しましょう：“自然数は神が創

りたもうた．その他の数は人の
な

為せる
わざ

業である”．
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§1.1 数直線

分数や無理数が自然数と同等の
•
　数であると認められるためには，それらが自

然数と同じ基本的な計算の規則に従っていること，および，それらが自然数と

平等の立場にあることが一目瞭然であることが必要です．前者のほうは次の

§ (section)に回して，ここでは‘自然数と平等の立場にある’のほうを議論し

ましょう．

ユークリッドを引き合いに出すまでもなく，我々が古代から最も信頼して

B O E A
0 1b a

きた数学は幾何学です．定規とコンパスを用いて作図することは中学校で習い

ましたね．さて，1本の直線を考え，その上の

1点 Oを片方の端とする線分を考えましょう

（線分は量です）．次に，直線上に Oと異なる

1点 Eをとり，線分 OEの長さを基準の長さ 1としましょう．コンパスを用い

て OEの整数倍の長さの線分は簡単に求められます．また，定規とコンパスを

用いて OEを 2等分，3等分，· · ·，n等分することは，君たちに手ごろなレッ

スンでしょう．

また，直線上に点 A をとりそれを動かせば，線分 OA は無理数を含むどん

な長さにもなります．その意味で線分の長さは‘連続的に存在する量’である

と仮定し，その大前提で今後の議論を進めましょう（当たり前のことですね）．

次に線分と正数の対応を考えましょう．デカルトは正数 aを考えるとき長

さ aの線分を考えました．数 a+ bを考えるときは長さ aと長さ bの線分の和

を考えました．積 abについては長さ a, b, 1の線分を考え，比 1 : a = b : cを

満たす長さ c = abの線分を作図することによって，
•
　数

•
　の

•
　積

•
　を

•
　線

•
　分

•
　で

•
　表

•
　しまし

た（作図してみましょう）．よって，この考えに立つと，a2は面積ではなく線

分の長さと解釈されます．同様にして，商 a
b
を求めることは，比 a : b = d : 1

となる長さ dの線分を求めることと同じです．つまり，‘数の演算は，線分の

作図に帰着でき，その結果の線分をまた数に対応させることができる’わけで

す．したがって，
•
　数

•
　と

•
　線

•
　分

•
　は

•
　同

•
　一

•
　視

•
　で

•
　き

•
　ることが示されました．

負数を線分に対応させるために，先ほど述べた点 O，Eがその上にある直線
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を考え，直線上の
•
　点

•
　に

•
　数

•
　を

•
　対

•
　応させましょう．まず，点 O，Eに数 0, 1を対応

させます．長さ aの線分を OAとするとき，点 A に数 aを対応させましょう．

負の数 bを考えるときは，数 bの大きさに等しい長さの線分 OBを考え，点 B

を点 Oから見て点 Eと反対の側にとって，点 Bに数 bを対応させます．こう

して，直線上の点と正・負の数を対応させることが可能です．

このように点と数を対応させた直線を 数直線 といい，点 Oを 原点，点 E

を「単位点」といいます．数直線上の点として数を見ると，自然数と分数・無

理数・負数はまったく
•
　平

•
　等

•
　の

•
　存

•
　在であり，自然数が特別ということはありませ

ん．こうして，自然数・分数・無理数・負数は平等に数と見なされるようにな

りました．また，点は連続的に存在するので，それに対応する数も連続量と

考えられるようになりました．

ただし，点と数が数直線上で 1 : 1に完全に対応する，つまり数直線上の 1

点にはただ 1つの数が対応し，逆に 1つの数にはただ 1点が対応するかどうか

については疑問の余地が残ります．点のほうは連続量なので完全に
そろ

揃っていま

すが，数のほうは慎重に調べる必要があります．有理数までは，分数を用いて

具体的に表現できるので，明らかですが，無理数についてはまだ明確ではあり

ません．数直線上に勝手な点をとったとき，その点に対応する数を，例えば，

（小数点以下の数が無限に続く）小数を用いて必ず表現できることを示す必要

があります．これは高校生にはハイレベルな問題なので，巧妙な議論を後で紹

介するまで先延ばししましょう．ここでは，‘数は連続量である’ことが知ら

れているとしておきます．

なお，デカルトは数を表すのに，先ほど見たように，
•
　文

•
　字 a, b, cなどを用

い，文字によって数の演算を表現しました．文字を使うと，特定の数でなく，

どんな数でも表すことができます．したがって，それらに共通する基本的な計

算規則を明らかにし，数の性質や方程式の解法を組織的に研究することが可能

になりました3)．

これで準備が整いました．いよいよ数の演算の規則に関係する議論にとりか

かりましょう．まずは自然数・整数・有理数の復習から．

3) 個々の数字の代わりに文字を用いて一般的な数を代表させ，方程式・数の関係・数の性質・
数の計算法則などを研究する数学を「代数学」といいます．
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§1.2 自然数・整数・有理数

ものの個数や順序を表すのに用いられる数

1, 2, 3, 4, 5, 6, · · ·

を 自然数 といいます．自然数の和や積はまた自然数になります．ところが，

2−3 = −1のように，差については自然数にならず負数になる場合もあります．

負数が使えないとすると，古代人がそうであったように，
•
　実

•
　に

•
　不

•
　便ですね．そ

こで，0や −1,−2,−3, · · · などの数をつけ加えて，整数

· · · , −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3，· · ·

に拡張します．整数の中では加・減・乗の演算が自由にでき，それらの演算結

果は，やはり，整数になります．ところが，1÷ 2 = 0.5のように割り算をする

と，整数にならない場合もあります．そこで，分数，つまり‘整数ぶんの整数’

の形で表される数

m
n （m, nは整数，ただし n \= 0）

に数を拡張しましょう．この形の式で表される全ての数を今後は 有理数と呼

ぶことにしましょう．有理数 m
n は，n = 1のとき m

1
= mとなり，したがっ

て，有理数は整数を含みます．また，n \= 0は 0で割ることを禁じています

（このことについては後ほど議論します）．

実際に，有理数 m
n の m, nにいろいろな整数を代入して，どんな有理数や

整数でも表せることを実感するとよいでしょう．数学では，‘文字を用いて表

現された式は，その文字に可能な数値を代入して得られる
•
　任

•
　意

•
　の4)数を表す’

と見なされます．有理数の中では，加・減・乗・除が，0で割ることを除いて

自由にでき，その結果はまた有理数ですね．例えば，(
1
2
− 2

3

)
÷ 3

4
= − 2

9
.

4) 任意の＝思いのままの ≒どの · · · も．用語「任意」は数学では頻繁に用いられます．
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§1.3 数学の論理

1.3.1 演算の公理

さて，当たり前のように行っている計算ですが，その計算の基本ルールを振

り返ってみましょう．計算の基本ルールは，君たちが小・中学校で習った計算

の基本公式のうち，さらに基本中の基本となる‘あまりにも当たり前な’数個

の公式を選び出したものです．それらをまとめて，このテキストでは，「計算

に広い意味で関係する基本的な仮定」という意味で，演算の公理と呼ぶことに

しましょう．公理とは，それ以上は（正しいと）証明しなくてよい，基本的な

仮定のことです．まずはそれらを復習しましょう．あまりにも当たり前のこと

から始めますがビックリしないように．このことは，数学の限りなく厳密な論

理の展開方法と結びついていることが次第々々に理解されるはずです．

まずは等号の左辺と右辺を入れ替えることから始めましょう．

1+ 2 = 3　ならば　 3 = 1+ 2

ですね．左辺の 1+ 2 = 3は‘1に 2を加えたもの
•
　は 3に等しい’ことを表し，

右辺の 3 = 1+2は‘3
•
　は 1に 2を加えたものに等しい’ことを表します．両者

の意味は本来違うことに気づくと思いますが，1+2 = 3が成り立てば 3 = 1+2

も成り立ちますね．このことを任意の等式に一般化して，「左辺＝右辺ならば

右辺＝左辺」が成り立つと考えるのは極めて自然です．これを，文字を用いて，

「a = bならば b = a」と表しましょう．この当たり前の法則の証明はできない

相談なので，それは公理と見なされ，いかにも偉そうな名「対称律」がつけら

れています．「ならば」を表す記号⇒を用いて，この基本仮定を数学らしく

a = b ⇒ b = a （対称律） (A.1)

と表しましょう．記号⇒は，一般表現 p⇒ qでいうと，pから qが
•
　必

•
　ず導

かれることを表します．

次に，「1+ 1 = 2かつ 2 = 3− 1 ならば 1+ 1 = 3− 1」が成り立つのは当然

ですね．これがいわゆる「三段論法」という奴です．このことを一般化して得
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られる公理：5)

a = bかつ b = c ⇒ a = c （推移律） (A.2)

も任意の等式に対して成立すると仮定されます．この公理はやはり偉そうな名

「推移律」がつけられ，対称律と並んで数学における最も基本的な仮定とされ

ています．

それから，数の演算に直接関係する法則があります．1+ 2 = 2+ 1（1
•
　に 2

を加えたものは 2
•
　に 1を加えたものに等しい）とか， 2× 3 = 3× 2（2に 3を

掛けたものは 3に 2を掛けたものに等しい）のように，演算を受けるほうと

するほうを入れ替えても結果は同じという 交換法則 が仮定されます．また，

(1+ 2)+ 3 = 1+ (2+ 3)や (2 · 3) 4= 2 (3 · 4)などのように演算を始める順序に

よらずに結果は等しいという結合法則や，2 (3+ 4) = 2× 3+ 2× 4のように，

括弧の中から先に計算しても，展開して計算しても同じという 分配法則が仮

定されます：

a+ b = b+ a, a b= b a， 　　（交換法則） (A.3)

(a+ b) + c = a+ (b+ c), (a b) c = a (b c)， 　　（結合法則） (A.4)

a (b+ c) = a b+ a c, (a+ b) c = a c+ b c． 　　（分配法則） (A.5)

これらの基本仮定 (A.3–5)はまとめて計算法則と呼ばれています．計算法則

は中学時代からお
な じ

馴染みの公式ですね．

計算法則 (A.3–5)が無理数を含む正の数に対して成立することを納得するに

は，前の §で議論した数と線分の対応を思い出すとよいでしょう．正の数 a, b

については，長さ a, bの線分を考えると，a+ b = b+ aが成立することが納

得できるでしょう．同様に，a b = b aについては，縦・横が a, bの長方形の

面積を考えればよいでしょう．(a+ b) + c = a+ (b+ c)は，長さ a, b, cの線分

の長さの和を測るとき，(a+ b) + cの順でも，a+ (b+ c)の順でも全体の長さ

は変わりませんね．(a b) c = a (b c)は 3辺 a, b, cの直方体の体積を測ること

を考えればよいでしょう．a (b+ c) = a b+ a cについては，2辺が a, (b+ c)の

長方形の面積を，そのまま a× (b+ c)と測るか，分割して a× b+ a× cと測る

5) 記号：（コロン）は，説明や引用をする際に，‘つまり’の意味でよく用いられます．
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かの違いですね．これらの考察から，‘計算法則が無理数を含む正の数に対し

て成立する’のは間違いありません．

計算法則 (A.3–5)を負の数に拡張して適用する必要性は，方程式を解くため

の計算から生じました．例えば，方程式 x+ 2+ 2x+ 4 = 0を解くためには

x+ 2+ 2x+ 4 = x+ 2x+ 2+ 4 = (1+ 2)x+ 6 = 3x+ 6 = 0

と計算法則を用いて変形し，負の解 x = −2を得ますね．このとき，交換法則

2+ 2x = 2x+ 2を用いていますが，x < 0のときこの法則が許されないとして，

例えば，2+ 2x = −2x+ 2などとするのはどうでしょうか．それは
•
　ま

•
　っ

•
　た

•
　く

•
　何

•
　の

•
　根

•
　拠

•
　も

•
　な

•
　いですね．x > 0のときに仮定された 2+ 2x = 2x+ 2を，x < 0の

ときも，
•
　受

•
　け

•
　入

•
　れ

•
　る

•
　し

•
　か

•
　な

•
　いですね．分配法則 x+ 2x = (1+ 2)xについても，

x < 0だからといって，これ以外のものを受け入れる根拠はまったくありませ

ん．つまり，‘x > 0のとき成り立つ計算法則 (A.3–5)は，x < 0のときにも，

そのまま受け入れる以外に納得できる方法はない’のです．これが意味するこ

とは‘負数の性質は正数の性質と同じであると考えるのが自然である’という

ことです．よって，‘計算法則は，
•
　始

•
　め

•
　か

•
　ら，正数・負数を問わずに成り立つ

と見なされていた’のです．計算法則をそのまま負数に拡張して適用しても何

の矛盾も生じなければ，その一般化を拒絶する理由はまったくなく，むしろ

そのような仮定は
•
　真

•
　に

•
　自

•
　然なものと考えられます．そこで，計算法則は有理数

と無理数に対して正・負を問わずに成立すると仮定しましょう．有理数と無理

数をあわせて実数というので，今後は計算法則 (A.3–5)は実数に対して成立

するといいましょう．歴史的なことをいい出さなければ，計算法則を満たすも

のに実数があり，実数を分類すると正数と負数があるというだけのことです．

なお，方程式 x + 2 + 2x + 4 = 0の解が x = −2であることを確かめるのに，

−2+ 2+ 2(−2)+ 4 = 0と計算しますが，このとき用いられる 2(−2) = −4は計

算法則を含む演算の公理 (A.1–5)から導かれる定理「正 ×負は負」によって正
当化されます．

計算法則 (A.3–5)を眺めてみると，例えば，交換法則 (A.3) a+ b = b+ a，

ab= baは‘文字 aにどんな数値を代入しても必ず成立’しますね．そのよう

な等式を文字 aについての 恒等式といいます． (A.3)は bについても恒等式

になっていますね．結合法則 (A.4)，分配法則 (A.5)でも同様です．そうです，
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計算法則はどの文字についても恒等式なのです．よって，我々の行う式変形

は，そのほとんどが，恒等式を用いた変形です．‘ある等式が恒等式か方程式か

を区別することは決定的に重要’で，そのことは徐々に実感されるでしょう．

なお，計算法則 (A.3–5)では足し算と掛け算のみが現れましたね．しばら

くの間，我々はそれらをよく知っているとして話を進めてもよいでしょう．

引き算と割り算については，後々のために，ここでそれらを 定義6)しておき

ましょう．‘引き算 a − bは足し算 a + (−b) によって定義’します．例えば，

1− 2は 1+ (−2)のことです．また，‘割り算 a÷ bは，a = b xを満たす xを求

めることとして，掛け算によって定義’します．引き算や割り算が可能なこと

は暗黙のうちに仮定されています．君たちがよく知っている割り算の計算法は

上の xを具体的に求めるための「アルゴリズム」，つまり‘計算を実行するた

めの手順’です．

不等式については，a < bを「a+ c = bを満たす正数 cが存在する」によっ

て，また a > bを「a = b+ cを満たす正数 cが存在する」によって定義しま

しょう．すると，演算の公理から以下の基本性質が導かれます：

2数 a, bについて， a > b, a = b, a < b　のどれか 1つが成立する．

a < b ⇒ b > a，

a < bかつ c <= d ⇒ a+ c < b+ d，

a < bかつ c > 0 ⇒ a c< b c，

a < bかつ c < 0 ⇒ a c> b c．

記号 <=は <または =の
•
　ど

•
　ち

•
　ら

•
　かが成り立つ場合に用います．上の不等式の基

本性質はこの §をもう一度読み直すときに確かめればよいでしょう．

1.3.2 演算の公理の意味

さて，演算の公理 (A.1–5)にはどんな意味があるのでしょうか．偉そうな名

前がついているのだから，とても重要らしいとは感じるでしょう．そうです，

重要な意味があるのです．

6) 定義＝用語についてその意味内容を正確に定めること，または定めた意味．多くの場合，
‘定義する’ は ‘約束する’ の意味合いを含んでいます．
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数学は「論理」を最も大切にする学問です．‘その論理は誰に対しても同じ

結論に導くもの’でなければなりません．そのためには，まず，用語や記号

の意味が明確でなくてはなりません．それ
ゆえ

故に数学は定義にうるさいのです．

次に，「
えんえき

演繹」，つまり‘論理の展開’が明快に実行できなくてはなりません．

そのためには，能力に限りがある人間のために，‘構造が簡単’でなくてはな

りません．そこで，‘証明なしに採用される数少ない基本仮定’，つまり 公理

を出発点におき，それらの
•
　公

•
　理

•
　だ

•
　け

•
　か

•
　ら厳密な演繹によって

•
　全

•
　て

•
　の

•
　結

•
　果

•
　を

•
　導

•
　き

•
　出

•
　す

•
　構

•
　造

•
　に

•
　し

•
　た

•
　いわけです．これが現代数学の基本姿勢です．出発点となる公

理は，少なすぎると導けることも少ないので使い物にならず，多すぎると無駄

か自己矛盾に陥ります．こうして，論理の展開や計算に対して，ちょうどよく

選ばれたのが演算の公理 (A.1–5)なのです7)．

また，日本語や英語のように自然に発生した言語を用いた演繹は
あいまい

曖昧な点が

あり，厳密な論理を展開したり証明を行うには不向きです．「pならば qが成

り立つ」を「p⇒ q」と表しましたが，これは数学的な文章であり，「論理式」

といわれます．数学者は，=（等しい）や，⇒（ならば）の他に，∧（かつ），∨
（または），¬（でない），⇔（同等である），∀（全ての，任意の），および ∃（が
存在する）などの記号を導入して，‘数学言語’を生み出しました．記号 ∀と
∃はそれぞれ Any（任意の）の A と Exist（存在する）の Eをひっ繰り返した

ものです．

これらの記号を用いると，自然言語の微妙なニューアンスを除いて，文章が

表されます．例えば，「x = 1または x = −1であることは x2 = 1と同じことで

ある」は「x = 1∨ x = −1⇔ x2 = 1」と表され，「全ての xに対して x− x = 0

である」は「∀x ( x− x = 0)」です．「最大の自然数は存在しない（いくらでも大

きな自然数が存在する）」は，x，yを自然数として「全ての xに対して，x < y

となる yが存在する」と意訳して，「∀x (∃y (x < y))」と表されます．さらに，

「xは yが好き」という文を L(x, y)で表すと，「全ての人に好かれる人がいる」

などということも「∃y (∀x L(x, y))」と表されます．このような‘記号の文章’

7) ただし，公理の設定方法はただ 1通りではなく， (A.1–5)と同等ですが異なる設定方法もあ
ります．我々の演算の公理 (A.1–5)は最も単純な表現になるものを選んでいます．後で言
及しますが，高校数学では，論理を展開する際に外に 2つの公理が必要になります．
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を組み立てることによって，数学は完全に厳密な演繹が実行できる構造になっ

ています．したがって，公理から全ての定理が厳密な演繹によって導かれ，そ

れは「証明」という方法で行われます．

1.3.3 命題と証明

公理から定理や公式を導くには「証明」といわれる手続きがなされます．証

明はある「主張」に対してそれが正しいかどうかを明らかにすることです．そ

の主張は‘正しいかさもなくば正しくないかが判断できる文や式’を指し，そ

れを命題といいます．つまり，ある命題が正しいかどうかを判定することが

証明で，正しいと証明された命題が定理です．その意味で公理は証明なしに正

しいと見なす特別な命題です．ある命題が正しいとき，その命題は
しん

真である

といい，正しくないとき，その命題は
ぎ

偽であるといいます．

命題は，例えば,「x = 1⇒ x2 = 1」などのように，

p ⇒ q

の形で述べられます．pをこの命題の 仮定，qを 結論 といいます．命題が

真であることは，仮定 pから結論 qが
•
　必

•
　ず 導かれることと同じです．上の

例は真の命題ですね．上の例の仮定と結論を入れ替えた 逆 と呼ばれる命題

「x2 = 1⇒ x = 1」は，条件 x2 = 1を満たす一例 x = −1から結論 x = 1を導け

ないので，偽の命題です．このように命題が偽であることを示すには，それが

成立しない例，つまり，反例を挙げれば済みます．今の例でわかるように，元

の命題が真であっても，その‘逆の命題は必ずしも真とは限りません’．

命題「a > bならば a− b > 0」とその逆「a − b > 0ならば a > b」は共に

真ですね．ある命題 p⇒ qとその逆 q⇒ pが共に真であることはよくありま

す．このことは pと qが述べる条件の内容が完全に一致することを意味しま

す．その場合，「pと qは同値である」といい，記号で「p⇒ qかつ q⇒ p」，

または，より簡潔に
p ⇔ q

と表されます．
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「正三角形 ⇒ 三角形」の例を持ち出すとわかりやすいと思いますが，命題
p⇒ qが真であるとき，pは qであるための十分条件といいます（正三角形

ならば‘十分’に三角形である）．このとき，qは pであるための必要条件と

いいます（三角形であることは正三角形であるために‘必要’である）．また，

pと qが同値なとき，つまり，p⇔ qが成り立つときには，pは qであるため

の必要十分条件であるといいます．

等式の命題，例えば，命題「(a+b)(a−b) = a2−b2」は，対称律 (A.1)より，命

題「a2−b2 = (a+b)(a−b)」に等しいので，右辺 a2−b2から左辺 (a+b)(a−b)を

導いてもこの命題の正しい証明になります．一般に，数式 A, Bが等式 A = B

を満たすとき，他の一連の等式C = D, E = F, · · · を用いて，A′ = B′ と変形す

ると，A = Bと A′ = B′ は同値であり，A′ = B′ から逆に A = Bを導くことが

できます．このことは，必要十分条件を求める問題で，片方の条件のみで済ま

せられる場合があることを意味します．我々は無意識のうちにそれを行ってい

るようです．

命題「x > 3⇒ x > 2」は，x > 3となる
•
　ど

•
　の xも x > 2を満たすという意味

ですから，真の命題ですね．このとき，命題「x > 2でない⇒ x > 3でない」，

すなわち，「x <= 2⇒ x <= 3」も真ですね．また，命題「x > 2⇒ x > 3」は偽

ですが，このとき，命題「x > 3でない⇒ x > 2でない」も偽になります．ま

た，命題「犬⇒動物」は真で，このとき，命題「動物でない⇒犬でない」も
真ですね．また，考えている対象を動植物とすると，植物は動物でないから命

題「犬でない⇒動物」は偽で，このとき，「動物でない⇒犬」も偽ですね．
一般に，‘pでない’ことを ¬pまたは p̄で表し8)，命題 p⇒ qに対して命題

q̄ ⇒ p̄をその命題の 対偶 といいます．このとき，一般に，‘ある命題の真偽

とその対偶の真偽は一致する’ことが証明できます．よって，ある命題の対偶

が真であればその命題も真であり，対偶が偽であれば命題も偽です．したがっ

て，この定理は，ある命題を直接に証明するのが難しいときはその対偶を証明

すればよいことを意味するので，とても重宝な定理です．この定理の証明には

準備が要るので，それは後ほど行いましょう．

8) ¬pは not p，p̄は pバーと読みます．
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§1.4 基本公式の導出
演算の公理 (A.1–5)のみを用いて，基本公式を実際に導いてみましょう．

1.4.1 移項の公式

演算の公理 (A.1–5)から移項の公式

a+ b = c ⇒ b = c− a, c = a+ b ⇒ c− a = b

を導きましょう．中学校では真っ先に習うこの公式が演算の公理に含まれてい

なかったので変だと思った人もいたでしょう．高校では，移項の公式は公理か

ら導かれる定理になります．以下の式変形を (A.1–5)を用いてチェックしてみ

ましょう．

a+ b = cが成立する任意の実数 a, b, cを考えて aを移項することを考えま

す．そのためには，まず，式 (a+ b) − aを変形します．引き算の定義と結合法

則，交換法則，推移律を用います：

(a+ b) − a = a+ (b− a) = a+ (−a+ b) = (a− a) + b = 0+ b = b,

よって　 (a+ b) − a = b．

上式の左辺で a+ b = cを用いると

(a+ b) − a = c− a．

よって，(a+ b) − a = bで対称律を適用して，推移律を用いると

b = (a+ b) − aかつ (a+ b) − a = c− a　より　 b = c− a．

よって，a+ b = cから b = c− aが導かれました：

a+ b = c ⇒ b = c− a．

これで左辺の aを右辺に移項できました．上式で対称律を用いると

c = a+ b ⇒ c− a = b

が得られ，右辺の aを左辺に移項する公式が得られます．

確かに，演算の公理のみから，移項の公式が導かれましたね．これで，今後

は，この公式をいつでも使えます．
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1.4.2 負数が関係する公式

1.4.2.1 マイナスのマイナスはプラス

負の数を引くときに用いる公式

−(−a) = +a

のことです．中学校では移動の問題として矢印を使った長ったらしい授業が

あったと思います．中 1の教科書を引っ張りだして見てください．ここでは

移項の公式を証明したのでそれを用いましょう．a = aで左辺の aを右辺に

移項して 0 = a− a．ここで −aを左辺に移項して，右辺の aを +aと表すと，

−(−a) = +a．これで証明は終りです．この等式の導出の正確な意味は，いった

ん演算の公理を認めてしまうと，‘−(−a) = +a
•
　と

•
　し

•
　な

•
　い

•
　限

•
　り

•
　は

•
　矛

•
　盾

•
　が

•
　起

•
　こ

•
　る’，

ということです．

あまりにもあっさり導いたので手品のように感じた人もいるでしょう．中学

校の説明では，抽象的な導出を避けたよりわかりやすいものにしようとして，

付加的な説明（つまり余計な仮定）を加えています．高校では，論理的な明快

さを重視して，演算の公理から導きます．これは非常に意味があることです．

1.4.2.2 負 ×負は正
公式 (−1)× (−1) = +1に対して未だに“

うな

唸っている”人も多いのではないで

しょうか．わずか 200年前には，世界中の人のほぼ全員が認めなかったことな

ので，それは無理もないことです．

中 1の教科書に以下のような説明がありました：
西 O 東

車

（正の時速は東に向っていることを，負の時速は西に

向っていることを表すとして）時速 −50 kmで走っている自動車は 3時間後に

は (−50)× (+3) = −150より西へ 150 kmの地点にいます．また，3時間前に

は，東へ 150 kmの地点にいますから，(−50)× (−3) = +150という計算になる

はずというわけです．かなり強引ですね．この例解は，厳密にいえば，少なく

ともこの例では‘負 ×負は正’とする必要があるということです．私の経験で
は，わかったようなわからないような気持ちで，公式「負 ×負は正」を丸暗記
してしまい，その結果未だにモヤモヤしている人が多いようです．
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全ての例に当てはまるようにするために，具体例などは一切用いない証明方

法が，演算の公理を用いる方法です．その証明方法によると
•
　い

•
　か

•
　な

•
　る

•
　場

•
　合

•
　に

•
　も

‘負 ×負は正’が導かれます．しかし，そのためには，公理を用いる方法はど
うしても‘厳密だが抽象的な導出になる’ことを君たちに受け入れてもらわね

ばなりません．それが，論理のみを頼りとする数学の宿命であり，「厳密」は

具象的実体を捨てる代わりに得られる‘
•
　ご

•
　褒

•
　美’なのです．

その証明は，0の性質9)をうまく利用することから始まります．以下の式変

形において，演算の公理 (A.1–5)およびそれから得られた移項の公式のみを用

いていることを確認しましょう．

0 = (−a) · 0 = (−a) (−b+ b) = (−a) (−b) + (−a) b．

よって　 (−a) (−b) + (−a) b = 0．

よって　 (−a) (−b) = −((−a) b)． · · · · · · · · · 1⃝

次に，
0 = (−a+ a)b = (−a) b+ a b,

よって　 (−a) b = −(a b)（ = −a bと表す）． · · · · · · · · · 2⃝

よって， 1⃝と 2⃝より
(−a) (−b) = −(−a b)． · · · · · · · · · 3⃝

また，a b= a bで右辺の a bを先ほどと同様に二度移項して

a b= −(−a b)． · · · · · · · · · 4⃝
よって， 3⃝と 4⃝より

(−a) (−b) = a b．

上式で a, bが正のとき負 ×負は正を意味しますね．a, bに何の条件もつけず

に導いたので，この等式は全ての実数 a, bについて成立します．なお， 1⃝に
おいて a < 0, b > 0などの場合を考えると，上式は正 ×負は負，また負 ×正
は負を示しています．

9) 実数の厳密な理論では，0と 1に関係する定義が，任意の実数 aに対して

a+ 0 = a, a+ (−a) = 0, a · 1 = a

のように表され，a · 0 = 0 · a = 0は証明される定理になります．
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以上，計算の基本公式を，演算の公理だけから，いくつか導きました．その

他の基本公式を導くことは君たちのレッスンとしましょう．気がついたものが

あったらやってみましょう．

§1.5 数学の論理構造

数学の論理がどのような仕組みになっているのかもっと調べてみましょう．

1.5.1 無限大∞は数でない

準備ができましたので，有理数 m
n (n \= 0)における n \= 0の問題，つまり，

‘なぜ 0で割ることを禁じているのか’を考えてみましょう．直接 0で割るこ

とはできないので，0になっていく正の数で割って調べましょう．まず n = 0.1

で割って，次に 0.01で割って，0.001で割って，0.0001で割って，0.00001で

割って，· · · と繰り返していくと，分子 mを 1として， m
n =

1
n は

10，100，1000，10000，100000，1000000，· · ·

のように，どんどん大きな数になっていくことがわかります．つまり，0で割

ると，‘果てしなく大きな数’（無限大∞と表しましょう）になってしまい，そ
んな数が式の中に現れてきます．

無限大∞は果たして‘数’，つまり，演算の公理を満たす実数として認めて
よいのでしょうか．数として認めるか認めないかについて判定するのは単なる

計算とは違います．判定するための論理が必要です．その論理そのものから議

論を始めましょう．

「無限大 ∞ は実数である」という命題，つまり真偽が判断できる文を A と

しましょう．また，A の否定の命題「無限大 ∞は実数でない」を Ā（A バー

と読みます）としましょう．通常は，A が真なら Ā は偽，A が偽なら Ā は真

となり，A と Ā の両方が真または偽になることはありません．よって，A ま

たは Ā の片方の真偽を調べるだけで済みます．よくあるのは，A を真とする

と矛盾するので A は偽，よって，Ā が真となる場合です．そのような場合は，

矛盾を導き出して否定するという証明法，つまり背理法が適用できます．
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しかしながら，A と Ā の両方が真または偽になることは決してないのでしょ

うか．君たちは矛盾にまつわる話を聞いたことがあるでしょう．矛盾の語源で

ある
ほこ

矛と
たて

盾の話はよく知っていますね．論理が明確になるように次のように表

現しましょう：矛 Hは全ての盾を
つらぬ

貫き，また盾 Tは全ての矛を防ぐという前

提で，命題 B「矛 Hは盾 Tを貫く」．この問題では，Bが真と仮定すると「盾

Tは全ての矛を防ぐ」に反するので Bは偽と判断されます．したがって，Bは

偽であるかというと，逆に Bが偽と仮定すると，「矛 Hは全ての盾を貫く」に

反するので Bは偽でもありません．よって，命題 Bは真でも偽でもないこと

になってしまいます．

この矛盾の話は笑い話で済みました．しかしながら，20世紀に入って間も

なく，数学の世界に激震が走りました．「集合論」という数学の基礎に関わる

重要な分野で，真としても偽としても矛盾が起こるパラドックスが見つかった

からです．これは，数学が内部矛盾を含む，したがって
•
　数

•
　学

•
　は

•
　信

•
　用

•
　で

•
　き

•
　な

•
　いと

いう危機でした．

そのパラドックスを直接議論するのはレベルが少々高すぎるので，ここで

は「床屋のパラドックス」という例を紹介しましょう：昔々，ある村の男たち

は自分でひげを剃るか，その村の床屋（♂）に剃ってもらうかのどちらかでし

た．そこで問題となった集合論の「集合」というのは
もの

物や
もの

者全体の集まりのこ

とで，今の場合‘村の男たち全員の集まり’を指します．あるとき，床屋が
つぶや

呟

きました：“自分で髭を剃らない村の男はわしが剃っている．よって，この村

の男たちの集合は‘自分で髭を剃る男の集合’と，わしが剃る‘自分では剃ら

ない男の集合’に分けられる”．床屋の呟きは正しいでしょうか．すぐ気がつ

きましたね．床屋自身はいったいどっちの集合に属するのかという問題です．

もし，床屋が自分で剃るとすると彼は‘自分で髭を剃る男の集合’に属します．

すると彼の髭は‘わしが剃る’ことになるので，彼は‘自分では剃らない男の

集合’にも属してしまい，矛盾します．では，彼が‘自分では剃らない男の集

合’に属するとすると，彼の髭は‘わしが剃る’ので，今度は‘自分で髭を剃

る男の集合’に属してしまい，やはり矛盾が起きます．したがって，床屋の呟

きは真としても偽としても矛盾しますね．

この矛盾は「集合」を素朴に‘ものの集まり’と定義したことが原因で，集
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合に属すか属さないかの
ぎ ん み

吟味が不十分なためでした．数学ではこのような
あいまい

曖昧

さは決して許されません．数学の基礎が根底から洗い直され，‘内部矛盾を含

まないように数学を再構築する’精力的な試みがなされました．そのために公

理と演繹の重要性がますます強調され，公理の立て方はより洗練されていきま

した．このテキストで公理を強調するのはこの理由によります．現在，当時の

集合論は「素朴集合論」と呼ばれ，矛盾を引き起こさない公理によって再構築

された集合論は「公理的集合論」といわれます．

以上のような経過を経て，命題の真偽の問題も洗い直されました．そして，

排中律：命題は真または偽のいずれか一方のみが成立する (A.6)

という要請が数学に新たな公理として付加されたのです．排中律が成立するよ

うに全体の公理を設定しなさいというわけです．我々が学んでいる実数の理論

は，もちろん，その要請を満たすように組み立てられています．よって，命題

A「無限大∞は実数である」が真であると仮定して矛盾を見いだせば，Ａは偽
であることが確定します．

さて，前置きが長くなりましたが，∞ が実数であるかどうかを調べましょ
う．そのためには，演算の公理を用いて判定するわけですから，∞を式に乗せ
る必要があります．そこで，∞はあまりにも大きすぎて，それに普通の数，例
えば 1，を加えても変らない（区別がつかない），つまり

∞ + 1 = ∞

のような性質をもつとしましょう10)．

次に，‘∞を普通の数，つまり実数と仮定’して，演算の公理 (A.1–5)に反し

ないか検証してみましょう．我々は演算の公理から移項の公式を導いているの

で，もし∞が普通の数ならば，上式∞+1 = ∞より，∞を移項して 1 = ∞−∞．
したがって，直ちに 1 = 0を得ます．1が 0だなんて，こんな結果は到底認め

られませんね．つまり，∞ を普通の数とすると矛盾が生じるわけです．した
がって，排中律により命題「無限大 ∞は実数である」は偽であることが確定
し，無限大∞は実数ではないことが示されました．

10)無限大 ∞は厳密には‘どんな実数よりも大きな数’と定義されます．このとき，∞ + 1も
どんな実数よりも大きくなるので，それも無限大です：∞ + 1 = ∞．
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無限大 ∞が現れると，公理を満たさない演算が行われて，数学はハチャメ
チャになります．したがって，‘数学の破壊者 ∞’が現れないようにするため
に 0で割ってはいけないというわけです．

1.5.2 1+ 1 = 2？

数学の論理構造をもっとよく理解しましょう．そこで，たまに冗談半分で出

題される「1+ 1 = 2か？」という問題を考えてみましょう．これは難問でしょ

う！ 演算の公理をいくらいじってみても答は出てきません．つまり，この問

題は演算の公理とは直接の関係はないのです．この問に答えるには自然数の定

義の話から始めないといけません．つまり，‘1とは何か’，‘2とは何か’から

議論を始めよということです．

1とは 1個の 1や 1番目の 1などを表す‘自然数の始めの数’のことです

ね．これが 1の定義です．では，2とは何でしょうか．難しく考えても答は出

ないでしょう．単純に，2とは 1+ 1のことである，つまり，2は 1の次の自

然数である，というのが 2の定義です．いわれてみれば当然ですね．よって，

2の定義によって，2 = 1+ 1であるから 1+ 1 = 2です．ナーンダそういうこ

とか！ ほとんどの人はこの解答で納得できるでしょう．

それでは，1+1 = 2は唯一絶対の解答なのでしょうか．以下の議論において

数学の理論を 2つ紹介しますが，そこでは‘等しい’ことを表す記号＝が意味

するもの，つまり等号の定義を吟味します．我々は，
•
　何

•
　を‘等しい’とするか

によって，1+ 1 = 0や 1+ 1 = 1のような解答も可能なことを知るでしょう．

ある整数が偶数か奇数かを調べるときには，2で割った余りが 0か 1かのみ

に関心があります．そんなときには，計算式に現れる数を 2で割った余りに置

き換えてしまうと素早く求まります．そこで，2つの整数 a，bに対して，aと

bをそれぞれ 2で割ったときそれらの
•
　余

•
　り

•
　が‘等しい’ことを a = bと表しま

しょう．例えば，3 = 1，5 = 2·2+1 = 1です．すると，5+3·7 = 1+1·1 = 2 = 0

のような計算も正当化されます．つまり，この余りの世界では整数は結局のと

ころ 0か 1になってしまい，‘ 2は 0に等しい’と見なされます．よって，先

ほどの 1+ 1 = 2？の問題では，1+ 1 = 0も正解になります11)．

11)ただし，記号＝の乱用が混乱を引き起さないように，通常は 1+ 1 = 0を 1+ 1 ≡ 0 (mod 2)

と表し，これを「合同式」といいます．合同式の詳細については後ほど議論しましょう．
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また，コンピュータでは数は電流が流れない OFFの状態に対応する 0と電

流が流れる ONの状態に対応する 1のみがあり，計算は「2進法」で行われま

す．2進法では 1+ 1は（1桁上がって）10となります．回路を用いた 2進法

の計算は全加算器という演算回路によって行われます．計算を回路で行うのは

かなり複雑で，全加算器は種々の基本的な論理回路を組み合わせて作られま

す．論理回路の 1つ並列回路は，電池の並列回路と同じように，片方の回路が

切れても電流は流れます．

数学者は，以下で解説されるように，並列回路の電流の ON，OFFの状態を

等式 0+0 = 0，1+0 = 1，1+1 = 1などで表すことができることを見いだしま

した：左辺の 0，1は並列回路の各回路のスイッチのOFF，ONを表し，右辺の

0，1は並列回路の電流の OFF，ONを表します．「＋」は‘または’を表す記

号として用いられ，並列回路の両方が OFFの状態なら 0+ 0，片方が ONなら

1+ 0，両方が ONなら 1+ 1と表されます．よって，0+ 0 = 0は両方のスイッ

チが OFFなので並列回路に電流は流れないことを表し，1+ 0 = 1，1+ 1 = 1

は片方または両方のスイッチがONなので電流が流れることを表しますね．こ

れらの等式の「＝」は
•
　電

•
　流

•
　の

•
　状

•
　態

•
　が‘等しい’ことを表しています．うまいこ

とを考えたものです．このような対応を考えると 1+ 1 = 1という解も可能で

すね．

このように奇妙な数学を用いる回路の理論は，イギリスの数学者ブール

（George Bool，1815～1864）の名を冠する「ブール代数」という数学理論の公

理によって，矛盾が起こらないことが保証されています．ブール代数はコン

ピュータの回路設計に利用され，特にコンピュータの速度を上げるためにはこ

の数学が不可欠です．また，ブール代数の公理は勝手な発明ではなく，‘ある’

か‘ない’かだけをとり扱うときには，必ずブール代数に従うことが知られて

います12)．

12)ブール代数の計算規則は

並列回路用：　 0+ 0 = 0, 0+ 1 = 1, 1+ 0 = 1, 1+ 1 = 1

直列回路用：　 0 · 0 = 0, 0 · 1 = 0, 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1

です．直列用の積「・」は ‘かつ’ と読めばわかるように，両方のスイッチが入っていると
きだけ電流が流れます．
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以上の議論から，「＝」や「＋」の意味，さらには 0や 1の意味をどのよう

に考えるかによって，1+ 1は，2にも，0にも，1にもなりました．それらの

定義を明確にして初めてその数学が定まるというわけです．逆の言い方をする

と，数学は，記号や数の意味を柔軟に解釈すれば，幅広い応用が可能になると

いうことを意味します．そのことは大学の講義で実感するでしょう．

なお，a = bは aと bが等しいという‘関係にある’ことを表しますが，数

学は（必ずしも数とは限らない）aと bが何らかの関係にあることに着目して

理論を展開することもできます．aと bの何らかの関係を一般に a ∼ bと表し

ましょう．等式 a = bや，合同式 a ≡ b (mod 2)などは a ∼ bの例です．関係

「∼」に対して，「a ∼ b⇒ b ∼ a」（対称律），および「a ∼ bかつ b ∼ c⇒ a ∼ c」

（推移律）に加えて，あまりにも当たり前な関係

任意の aに対して　 a ∼ a （反射律） (A.0)

が成り立つとき，これらの関係「∼」は「同値関係」であるといい，その関係
にある対象物を類別に分けることができます．例えば，整数を偶数と奇数に分

けるようなことですが，その他に高校数学では「ベクトル」と呼ばれる量がそ

の類別に関係しています．ベクトルの章でそのことにちょっと触れましょう．

1.5.3 現代数学の公理

この §§では公理や定義に関する現代数学の姿勢について議論します．かな
りレベルが高い内容なので，‘お話’と考えて‘フーン，そういうことか’程

度の理解で十分でしょう．難しいのは数式ではなく，今まで当たり前の常識だ

と思っていたことを根本から考え直すことの難しさです（筆者自身も含めて）．

古代ギリシャの哲学者ソクラテス（Socrates，前 470～399）は“知らないこと

は知らないと自覚しなさい”と強調したそうですが，この種の議論ではよく

知っていると思い込んでいる‘常識’が論理の展開を邪魔します．本当は知ら

ないから，どこが確かでどこが疑わしいかの区別がつきにくいのです．

この他に，1方向にだけ電流を流すために，否定（または反対）を表す記号 ′ があり，
1′ = 0，0′ = 1と定義されます．対称律・推移律・交換法則・結合法則・分配法則も成り立
ちます．
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1.5.3.1 ペアノの公理系

前の §§の議論から，定義，つまり用語や記号の意味を明確に定めることの
重要性も認識されたと思います．現代数学ではそのとり扱う対象を‘ほとんど
あき

呆れるほど’厳密に定義して理論を展開します．参考のために，自然数さえも

定義する「ペアノ13)の公理系14)」と呼ばれる一連の公理群を紹介しましょう．

この公理系は自然数を系列 1, 2, 3, 4, · · · として捉えようとする理論で，自然
数は個々の自然数の「集まり」と見なされます．一般に，ものの集まりを集合

といい，それに入っている「もの」を要素といいます．ペアノの公理系は自

然数全体を 1つの集合として定義しようというわけです．

では，ペアノの公理系 (1–5)を見てみましょう．理解の助けに，
にわとり

鶏 のたと

え話をつけ加えておきましょう．鶏にはその先祖の鶏がいたとします．

(1) 1は自然数 Nの要素である．（先祖鶏は鶏である）

(2) nが Nの要素なら，nの次の者 n′ も Nの要素である．

（鶏の子は鶏である）

(3) (1)，(2)の過程によって得られるものだけが Nの要素である．

（先祖鶏と子孫鶏を結ぶ家系の線は 1本だけ）

(4) Nの任意の要素 nに対して n′ \= 1．（子孫鶏は先祖鶏でない）

(5) Nの 2つの要素 nとmについて，n = mのときに限り n′ = m′．

（親鶏が違えば子鶏は違う）

ここで，用語‘自然数 N’は正しくは‘仮に自然数 N と名づけられた未知の

集まり’のことであり，それは公理 (1–5)によって‘未知の集まり’Nから真

の自然数（の集合）に絞り込まれます．また，‘次の者’も正確には定義されて

いない用語で，その意味は公理が明らかにします．

まず，公理 (1)で自然数 Nを生み出すための「元素」とでもいうべき 1を用

意します．この世の全ての物質は元素から作られ，もし元素がなかったらこの

世はありませんね．自然数も完全な無からは創ることはできないわけです．

13)ペアノ（Giuseppe Peano，1858～1932，イタリア）．
14)系＝一定の相互連関をもつものの集合体．または，1つの定理からすぐに導かれる利用価値
の高い定理．
公理系＝数学の理論体系を構成するに当たって，その理論の基礎となる公理の全体．
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公理 (2)は N の要素であるための条件を述べています．nが N のある要素

のとき，nから nの次の者といわれる 1つの数 n′ が作られ，n′ は N の要素で

す．よって，n′ の次の者 (n′)′ も N の要素です．この手順を続けていくと，N

の要素の系列
n, n′, (n′)′, ((n′)′)′, · · ·

が得られます．「· · ·」はこの系列が
•
　果

•
　て

•
　し

•
　な

•
　く

•
　続

•
　くことを表し，Nの要素が無

数にあることを意味します．ここで，公理 (1)， (4)を付加して上の系列を絞

り込みましょう． (1)は上の系列のどれかが 1であることを要請し， (4)は系

列の先頭以外のものは 1でないことを要求します．よって，N の系列は先頭

が 1の
1，1′，(1′)′，((1′)′)′, · · ·

に絞られます．ただし，Nが複数の独立な系列からなる可能性も否定できない

ので，Nが系列

1，1′，(1′)′，((1′)′)′, · · ·
1，1′，(1′)′，((1′)′)′, · · ·

であるような可能性は残っています．

公理 (3)は Nの系列をさらに絞り込みます．(1)，(2)の過程によって得られ

るのは単純な系列で，先に述べた複数の系列は除かれます．よって，Nの系列

は単純な系列 1，1′，(1′)′，((1′)′)′, · · · となります．
公理 (5)を付加すると N の要素は互いに異なることがわかります． (5)の n

と mは n \= mのとき n′ \= m′ ですね．よって，任意の n \= 1について n′ \= 1′

であり， (4)より 1′ \= 1ですから，N の系列の 2番目の要素 1′ は他の全ての

要素と異なります．また，n \= 1′ のとき n′ \= (1′)′ で (1′)′ \= 1′ ですから，(1′)′

も他の全ての要素と異なります．以下，mを順次 (1′)′, ((1′)′)′, · · · としてい
くと，同様にして，‘N の全ての要素は互いに異なる’ことがわかります（各

自確かめましょう）．

以上の議論から N の系列 1，1′，(1′)′，((1′)′)′, · · · は自然数の系列と同じも
のになります．それを明示するために，Nの任意の要素 nとその‘次の者’n′

の関係を定めましょう．我々が知っている数は (1)より 1のみであるという前
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提に立っているので，その関係は 1のみを巻き込むものです．そこで，その関

係を
n′ = n+ 1

と書いて，和 n+ 1を定めましょう．これが 1を加える加法‘+1’の定義です．

いよいよ最後の仕上げです．n′ = n+ 1の nに 1，1′，(1′)′，((1′)′)′, · · · を代
入していくと

1′ = 1+ 1，(1′)′ = 1′ + 1 = (1+ 1)+ 1，((1′)′)′ = (1′)′ + 1 = ((1+ 1)+ 1)+ 1, · · ·

が得られます．ここで，

1′ = 2, (1′)′ = 3, ((1′)′)′ = 4, · · ·

と書いて，自然数を表す文字 2，3，4，· · · を導入する（定義する）と

2 = 1+ 1，3 = 2+ 1 = (1+ 1)+ 1，4 = 3+ 1 = ((1+ 1)+ 1)+ 1, · · ·

と，全ての自然数が 1とその和の形で定義されていることがわかりますね．

この後，公理や定義をつけ加えながら，‘まだるっこいほどに’一歩々々，

しかし着実に理論を展開し，自然数の四則や整数・有理数およびその四則を定

める方向に進んでいきます．例えば，加法に関する 0の定義「全ての自然数 n

に対して n+ 0 = n」と公理「2つの自然数 m，nに対して m+ n′ = (m+ n)′」

をつけ加えると自然数の和が定義できます．また，乗法に関する 1 の定義

「全ての自然数 nに対して n × 1 = n」と公理「2つの自然数 m，nに対して

m× n′ = m× n+m」をつけ加えると自然数の積が定義できます．また，自然

数 nに対して n+ x = 0を満たす xを負の整数 −nと定め，これから 2つの自

然数 m，nに対して引き算m− nが m+ (−n)として定義されます．

ペアノの公理系の議論で注意すべきことは，自然数を言葉を用いて定義した

のではなく，自然数が満たすべき一連の数学的条件を公理としておくことに

よって定義したことです．それによって自然数は論理という土俵の上に乗りま

した．その結果，自然数の演算は明確に定義され，そして基本的な定理が証明

されました．ペアノの公理系の下では，交換法則・結合法則・分配法則の計算

法則はもはや基本的な仮定ではなく証明された定理になります．現在，これら

の 3法則は実数の演算に関する定理となっています．
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1.5.3.2 公理主義

定義や公理を強調する話をしてきました．それらは論理の基本だからです．

数学は，絶対に間違った結果を導いてはいけないという宿命があります．その

ために，他の分野と比べて，桁外れに厳しい論理が要求されます．その厳しさ

に応えるために，必然的に，単純な論理構造が要求されました．その単純な構

造が公理という形で現れたのでした．

公理は，高校数学においては演算の公理のことであり，それは
まさ

正しく
おおやけ

公

（万人）に通用する
ことわり

理 （真理）です．公理から，演繹的に，内部矛盾のない全

ての結果が導かれれば，その方法は完全です．我々はそれが可能であろうこと

をある程度納得しました． また，我々の公理体系では，認められないものに

ついて，否定的な証明もできます．それによって，例えば，無限大が普通の数

（実数）ではないことが示されました．

また，定義の明確さは論理においては決定的です．我々は，1+ 1 = 2？の例

で，そのことを痛感しました．数学では，このようなことがないように，定義

は慎重に行います．古代ギリシャ時代，ユークリッドは不朽の名著『原論』を

あらわし，その中で公理から厳密な論理によって幾何学を構成しました．彼は

‘点とは部分をもたないものである’等と定義したのです．彼の厳密な定義は，

その幾何学の公理系と共に，2000年もの間，数学の見本とされてきました15)．

数学に現れる用語の意味をより明確に定義する試みもなされました．例え

ば，ほとんど自明とも思われた自然数の定義です．そこでは，自然数を，説明

の語句によって直接定義するのではなく，公理系の中で一連の条件を課して，

それらを満たすものとして定義しました．自然数は公理系の中で定義され，定

義と公理は
こんぜん

渾然一体となりました．

自然数の定義は，数学に現れる
がいねん

概念16)をより基本的な概念によって定義しよ

うという試みの現れです．このことを究極まで追及していくとどうなるので

15)ユークリッドのに述べられた定義をいくつか列記します．（1）点とは部分をもたないもの
である．（2）線とは幅のない長さである．（3）線の端は点である．（4）直線とは，その上に
ある全ての点について一様に横たわる線である．（5）面とは長さと幅のみをもつものであ
る．（6）面の端は線である．（7）平面とは，その上にある全ての直線について一様に横たわ
る面である．等など．

16)概念＝個々の事物から共通な性質をとり出して抽象化し，それによって把握される一般的
性質．
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しょうか．例えば，点の定義で，‘点とは部分をもたないものである’の‘部

分’も，基本的とはいいにくいとして定義してみましょう．「部分」を辞書で

調べると，‘全体をいくつかに小分けしたものの 1つ’となっています．さら

に，‘全体’とはと追求すると，‘全ての部分’と，また‘部分’が出てきます．

これでは堂々巡りで行き詰ってしまいます．つまり，このような方法では点は

定義できないわけです．

19世紀末期，ドイツの数学者ヒルベルト（David Hilbert, 1862～1943）は，

著書『幾何学基礎論』において，点・直線・平面が関係するある公理系を提唱

しました17)．彼は，点・直線・平面といった基本的対象，および，‘存在する’，

‘の間に’，‘と合同’といった基本的関係を「基本概念」と考えて，それらに

直接的な定義を与えず，基本概念は，その公理系の中で，それらが満たすべき

条件によって間接的に定義されていると見なしました．つまり，点・直線・平

面は，公理系に述べられている，それらの間の相互関係によって定義され，ま

た‘存在する’，‘の間に’，‘と合同’などの基本的関係も定義されるというわ

けです．このようなことはペアノの公理系が自然数を定義するだけでなく，未

定義な‘次の者’ n′ から‘1を加える’演算が自然に定義されたことに対比で

きるでしょう．

彼が友人の数学者と酒場でビールを飲みながら，“点・直線・平面という代

わりに，テーブル・椅子・ビールジョッキと言うことができる”といったこと

は有名です：公理系の中で，点・直線・平面の用語を，例えば，T・C・Hと置

き換えたとしましょう．まず，T・C・H は公理系の中で，それぞれ，点・直

線・平面が満たすべき基本的性質を当然ながら満たします．次に，T・C・Hに

17)一部の公理群のみ挙げておきます．（1）任意の 2点に対して，それらを通る直線が存在す
る．（2）異なる 2点に対して，それらを通る直線は 1本より多くは存在しない．（3）直線
上には少なくとも 2点が存在する．同一直線上にない少なくとも 3点が存在する．（4）同
一直線上にない 3点に対して，それらを含む平面が存在する．（5）上述の 3点を含む平面
は 1つより多くは存在しない．（6）直線上の 2点がある平面上にあるならば，この直線上
の全ての点がその平面上にある．（7）2平面が共有点をもつならば，それらは少なくともも
う 1つの共有点をもつ．（8）1つの平面上にない少なくとも 4点が存在する．（9）点 Bが
点 A と Cの間にあるならば，A，B，Cは 1直線上の異なる点であって，Bは Cと A の間
にある．（10）1直線上の任意の 2点 A と Cに対して，少なくとも 1点 Bが存在して，B

は Cと A の間にある．（11）1直線上にある任意の 3点のうちで，他の 2点の間にあるも
のは，1点より多くはない．等など．
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課せられた公理系の条件によって，理論は公理系のみから完全に演繹的に展開

され，T・C・Hに課せられた一連の定理が得られます．それらの定理は点・直

線・平面が満たすべき定理に一致します．したがって，T・C・H は，それぞ

れ，点・直線・平面と同一視せざるを得ないことになります．このことを指し

て，点・直線・平面は間接的に定義されているというわけです．このような定

義の方法はまさに究極の定義といえるでしょう．点・直線・平面などの基本概

念は，直接的定義を必要としない「無定義用語」になりました．

ヒルベルトの公理系は人々の公理に対する考え方をも変えました．公理は，

‘証明を要しない明白な真実’である必要は
•
　な

•
　く，理論を厳密に構成する目的

のために証明なしに採用される，基本仮定としての命題であると見なされるよ

うになりました．このような考え方は「公理主義」と呼ばれています．

ヒルベルトによって完全に仕上げられた公理的方法は，20世紀に他の数学

分野の隅々にまで浸透していきました．無定義の基本概念と，間接的にそれら

を定義している一連の公理群によって，各数学理論を厳密に公理的に構成する

ようになっていったのでした．

§1.6 集合

1.6.1 集合

前の §で自然数の集合が出てきたので，集合の意味を明確にしましょう．
簡単にいえばものの集まりを集合といいますが，数学では集合の定義を曖昧

にしておくことができないため，‘それに属するか属さないかの区別が明確な

もの’だけを集合といい，集合に属する個々のものを要素といいます．例え

ば，自然数の集まりはそれに属するのが数 1，2，3，· · · であることが明確なの
で集合です．君のクラスの生徒の集まりも，（国籍の有無によって判別される）

日本人も集合ですね．ただし，大きい数の集まりとか美人の集まりとかは，そ

れに属する基準が明確でないので，集合ではありません．数直線上の区間，例

えば閉区間 [ 0, 1]（0 <= x <= 1である任意の実数 xの集まり）は重要な集合で

す．要素が有限個である集合を有限集合，有限でない集合を無限集合といい

ます．自然数の集合や区間は無限集合ですね．
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集合を表すには記号を用いるのが便利です．例えば，自然数（の集合）Nは

N =
{
1，2，3，· · · }

と中括弧 {　 }の中にその要素を書き並べて表したり，または

N =
{
n | nは自然数}

のように，要素を nなどの記号で代表させ，nが集合に属する条件を縦棒 |の
後に示す方法もあります．例えば閉区間 [ 0, 1]や開区間 ( 0, 1)は

[ 0, 1] =
{
x | 0 <= x <= 1

}
, ( 0, 1) = {x | 0 < x < 1 }

と表されます．なお，ただ 1つの要素を含んでも集合です．例えば，{x | x = 0}．
集合の要素を表すにも便利な記号があります．例えば，1が自然数 Nの要素

であることは
1 ∈ N または N ∋ 1

と表されます．記号 ∈は element（要素）の頭文字 eのギリシャ文字 ϵ（イプ

シロンと読みます）が変化したという説が有力です．また， 1
2
が自然数でな

いことは
1
2
\∈ N または N \∋ 1

2

と表されます．

なお，§§1.5.1で出てきた「集合論」というのは無限集合を扱う理論であり，

特に「公理的集合論」は無限集合と数学言語である論理式を用いて理論を完全

に展開する数学の基礎理論です．

1.6.2 真理集合と対偶

§§1.3.3で‘ある命題とその対偶の真偽は一致する’らしいことを議論しま

したね．集合を用いるとそれをきちんと示すことができます．後で対偶を用い

た証明を行うので，ここでやっておきましょう．

命題「x > 3⇒ x > 2」は真ですが，その意味は集合を用いて表すことができ

ます．x > 3を満たす実数 xの集合は区間 (3, ∞) = { x | 3 < x < ∞}で，同様に
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x > 2の集合は開区間 (2, ∞) = { x | 2 < x < ∞}です．このとき，区間 (3, ∞)

は区間 (2, ∞)にすっぽり‘含まれ’ますね18)．同様に，「犬⇒動物」も真の
命題なので，犬の集合 � �� �

犬 と動物の集合 � �� �
動物 を考えると， � �� �

犬 は � �� �
動物 に

含まれますね．一方，偽の命題「x > 2⇒ x > 3」においては区間 (2, ∞)は区

間 (3, ∞)に含まれません．また，命題「犬でない⇒動物」については，考え
ている全対象が動植物のとき，集合 � �� �

犬でない は集合 � �� �
動物 に含まれないので

（犬でないもの，例えば，そこの赤いバラ \∈ � �� �
動物 ），その命題は偽となります．

上の議論はそのまま一般化できます．一般の命題「p ⇒ q」においてもそ

の命題で対象とする集合 U があり，pと qは U の要素 xについての条件を

与えていると考えられます．その条件を表すために p，qを p(x)，q(x) と書

き，命題を p(x) ⇒ q(x) と考えましょう．すると，条件を成り立たせる集合

P = {x | p(x)}と Q = {x | q(x)}を考えたとき，

U

P
Q

命題 p⇒ qが真であることは P ⫅ Qが成り立つことであると定める，

つまり，Pが Qに含まれることをもって命題 p ⇒ q

を真と定めることができます．pや qの条件が成り立

つような要素 xの集合 P，Qを p(x)，q(x)の真理集合

（条件が真となる集合の意味）といいます．真理集合の

相互関係は右のベン図によって表すのが便利で，集合

Pの要素は Pを表す円の内部に，Qの要素は Qを表す円の内部にあるとし

ます．すると，P ⫅ Qであるとき，Pを表す円は Qを表す円の内部にありま

すね．

ここで練習問題．命題「a < x < b⇒ c < x < d」（ただし，a < b）が真である

ための条件を述べよ．ヒントは不要でしょう．答は，条件 a < x < b，c < x < d

の真理集合 P = {x |a < x < b }，Q = {x | c < x < d } に対して P ⫅ Qが成り立

つことですから，c <= a < b <= dですね．等号の有無に注意しましょう．

18)集合 Aの任意の要素 xが集合 Bの要素になっているとき，‘Aは Bの 部分集合 である’，
または‘Aは Bに含まれる’といい，それを記号

A ⫅ B　または　 B ⫆ A

で表します．
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次に，命題 p ⇒ qの対偶 q̄ ⇒ p̄を考えましょう（p̄は‘pでない’の記

号）．pが x > 3のとき，p̄は x > 3で，考えている対象は実数ですから U は

実数の集合であり，よって x > 3は x <= 3です．したがって，pの真理集合が

P = {x | x > 3} のとき，p̄の真理集合を P̄と書くと，P̄ =
{
x | x <= 3

}
となりま

す．同様に，qが x > 2のとき，q̄の真理集合は Q̄ =
{
x | x <= 2

}
となりますね．

以上のことから，真の命題「x > 3⇒ x > 2」の対偶「x > 2⇒ x > 3」につい

ては，x > 2の真理集合が Q̄ =
{
x | x <= 2

}
，x > 3の真理集合が P̄ =

{
x | x <= 3

}
です．よって，Q̄ ⫅ P̄が成り立ち，対偶も真となります．

考えている対象が動植物のとき，偽の命題「犬 ⇒ 動物」については 犬 の
真理集合が P =

{
x | xは犬

}
，動物の真理集合が Q =

{
x | xは動物} です．その

対偶「動物 ⇒ 犬」の 動物 の真理集合は Q̄ =
{
x | xは植物}，犬の真理集合は

P̄ =
{
x | xは犬}ですから，Q̄ ⫅ P̄が成り立たず，対偶も偽になりますね．

一般の場合はベン図を用いて議論されます．p̄の真理集合 P̄は，下のベン図

にあるように，Pの外，つまり対象とする全体集合 U から pの真理集合 Pを

とり去った部分です．q̄の真理集合 Q̄についても同様です．

真理集合 Pと Qの
U

P P

U

P

Q Q
U

Q
P

U
P Q

U

P
Q

相互関係は，P ⫅ Q

つまり Pが Qにすっ

ぽり入る場合のほか

に，右図で表される

ように，Q ⫅ Pの場

合，Pと Qが一部の

要素を共有する場合，

共通する要素がまっ

たくない場合の 4通りが考えられます．命題 p⇒ qが真の P ⫅ Qの場合は，

図から明らかなように，Q̄ ⫅ P̄が成り立つので対偶も真です．それ以外の 3つ

の場合は，どれも P ⫅ Qが成り立たないので p⇒ qは偽で，そのとき Q̄ ⫅ P̄

も成り立たないので対偶も偽となります．そのことを各自で確かめましょう．

以上の議論から，
命題とその対偶の真偽は一致する

ことが示されました．
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§1.7 2進法

「1+ 1 = 2？」のところで出てきた 2進法に慣れていない人のためにこの §
を用意しました．

10進法の 23.75を (23.75)10と表すことにしましょう．23.75は簡略表現で

あり,その正確な表現は

(23.75)10 = 2 · 10+ 3+
7
10
+

5
102

となります．2進法の 101.1 = (101.1)2は同様に

(101.1)2 = 1 · 22 + 0 · 2+ 1+ 1
2

です．2進数では位の数が 2以上だと桁が上がるので，位の数は 0か 1のみ

です．

(23.75)10を 2進法で表してみましょう．10進法の整数部分は 2進法でも整

数部分，10進法の小数部分は 2進法でも小数部分となることに注意して，ま

ず整数部分を分離して調べましょう．2進法表現の不明な部分は未知数を導入

すると（以下，10進数 (23)10などは 23と表して）

23= a2n + b2n−1 + · · · + c2+ d

のように表されます．ただし，係数 a, b, · · · , c, dは 0または 1の未知数，2n

（2の n乗と読みます）は 2を n回掛けたもの，その nを指数といい，今の場

合 nは未知の自然数です19)．さて，どうやって a, b, · · · , c, dを決めるかとい

19)複雑な式が出てきて，わからなくなったという人もいるかもしれません．しかし，心配する
ことはありません．2進法の表現からどんな形になるかはわかっていますね．わからないの
は 2の何乗から始まるかということですね．こんなときは，方程式のときに未知数 xを導
入したときと同じように，“わかった振りをして”，未知のべき数 2n を導入すればよいので
す．その係数も 0か 1かわからないので aとでもしておきます．次の項は 1次下がるので
+b2n−1という具合ですね．以下，項がたくさん現れるので‘+ · · ·’等とごまかしの表現法
を使い，最後の 2項 +c2+ dで締めくくります．このようにして,多くの未知数を含む方程
式を得たわけです．あとはこの方程式を解くだけです．未知数が多くても心配は要りませ
ん．1個ずつ順に求まれば，未知数が 1個の方程式と大差ありません．
参考：nについては 25 = 32 > 23 > 16 = 24 なので，nは 4以下だとわかります．よって，
n = 4として上式を書き下しても構いません．
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うと，両辺を 2で割って，10進法の小数部分は 2進法でも小数部分となるこ

とを利用します：

2 23

2 11 · · · 1 = d

2 5 · · · 1 = c

2 2 · · · 1
2 1 · · · 0 = b

0 · · · 1 = a

23
2
= 11+ 1

2
= a2n−1 + b2n−2 + · · · + c+ d

2

これから d = 1を得ます．つまり dは 23を 2で割っ

た余りですね．残った整数部分は

11= a2n−1 + b2n−2 + · · · + c

となり，この両辺をさらに 2で割ると cが 1と求まります．このとき，左辺の

11が 23を 2で割ったときの商であることに注意しましょう．つまり，c = 1

は 23を 2で割ったときの商をさらに 2で割ったときの余りです．これで求め

方のコツがつかめてきたと思います．23を 2で割って，商 11余り 1 = d．商

11をさらに 2で割って，その商 5余り 1 = c．また商 5を 2で割って，その商

2余り 1 = ‘ · · · 項 ’ の係数．以下同様にして，最終結果

(23)10 = 1 · 24 + 0 · 23 + 1 · 22 + 1 · 2+ 1 = (10111)2

を得ます．

次に，23.75の小数部分 0.75を 2進法で表してみましょう．整数部分のとき

の議論と同様に，未知数を導入して

0.75= a
2
+

b
22
+ · · ·

を得ます．ここで，a, bは 0または 1の未知数です（もちろん，整数部分の

ときの a, bとは無関係）．さて，どうやって a, b, · · · を求めたらよいでしょう
か．整数部分のときの解法を思い出せば，すぐわかるはずですよ．そうです，

両辺に 2を掛けて，今度は整数部分を比較すればよいのですね：

1.5 = a+ b
2
+ · · ·

これから，1.5の整数部分 1 = a ということですね．b についても同様で

すね．1.5の小数部分 0.5を 2倍して 1.0，その整数部分 1 = b．1.0の小数
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部分は 0 なのでこれで終り．よって，(0.75)10 = (0.11)2．以上のことから，

(23.75)10 = (10111.11)2が得られます．

10進数を 2進数に直すとき，2で割ったり 2を掛けたりしました．10進数

を任意の p進数にするときは，今度は，pで割ったり pを掛けたりすればよい

ですね．

最後に，練習問題をやっておきましょう．(23.23)5 を 10進法で表せ．ヒン

ト：10で割ったり掛けたりするまでもありません．答は (23.23)5 = (13.52)10

ですね．もう 1題．(0.1)3 を 10進法で表せ．ヒント：(0.1)3 =
1
3
ですね．定

義にしたがって

1
3
=

a
10
+

b
102
+

c
103
+ · · · (a, b, c, · · · = 0, 1, 2, · · · , 9)

とすると，かえって面倒になるかな．答は (0.1)3 = (0.333· · · )10だね．

§1.8 実数の小数表示

有理数は分数によって表されました．では，
√

2を代表とする無理数はどう

表されるのでしょうか．無理数は，この章の始めに述べたように，分数で表す

ことができない数のことです（後でそのことを
√

2について証明しましょう）．
√

(·)は 2乗すると (·)になる正の数という意味で使われた単なる記号です．そ
こで，有理数や無理数を小数を用いて表現してみましょう．すると両者の違い

が浮かび上がってきます．

1.8.1 有理数の性質

有理数を小数で表してその性質を調べてみましょう．例えば，

3
2
= 1.5， 1

5
= 0.2， 2

16
=

125
1000

= 0.125

などのように，分子・分母を整数倍したとき分母が 10· · · 0の形に書けるもの
は 有限小数，つまり小数点以下のある位で終わる小数になります．整数は特

別な有限小数と見なしましょう．
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そうでない有理数，例えば，

4
3
= 1.3333· · ·（ = 1.3̇と表しましょう），

3
7
= 0.42857142857142· · · (= 0.4̇2857̇1)

などは循環小数，つまり，小数点以下のある位から，ある数字の列が繰り返し

限りなく続く小数になります．このように有理数は有限小数または循環小数で

表されます．

循環小数になるメカニズムを 3
7
で調べてみましょう．まず，3 < 7より整

数部分は 0です．3を 10倍して 7で割ると，商 4（小数第 1位の数），そのと

きの余り 2．以下同様に続けていって，それらを書き下していくと，余りが 0

となることはなく，

商　 4，2，8，5，7，1，4，2，8，5，7，1，4，2，8，5，7，· · ·
余り 2，6，4，5，1，3，2，6，4，5，1，3，2，6，4，5，1，· · ·

と続きます．余り < 7より，少なくとも 7回に 1回は同じ余り，例えば 2が現

れますね（上の表の余りが 2のところを参照）．余りが同じ 2とすると，10倍

して 7で割った商 2（次の小数位の数）も余り 6も同じになります．よって，

次の次の小数位の数 8も余り 4も同じです．そして，次の次の次の小数位も同

じ，· · ·．これらのことから，小数第 2位の 2と小数第 8位の 2のように，7位

の差以内に同じ数が現れ，いったん同じ数になると，それらに続く数も同じに

なります．こうして循環小数になるのですね．

以上の議論から，任意の有理数は有限小数または循環小数で表されること

がわかるでしょう．任意の有限小数・循環小数は，また逆に，有理数の形に表

すことができます．例えば，N = 0.1̇2̇ = 0.12121212· · · なら，100倍すると

100N = 12.12121212· · · だから，(100− 1)N = 12．よって，N = 4
33
．

最後に，注意すればすぐに気がつくことですが，有理数 m
n が循環小数

になるか有限小数になるかは，何進法で考えているかによります．例えば，
3
7
= 0+ 3

7
= (0.3)7ですね．つまり，有理数

m
n は n進法では有限小数になり

ます．このことは，有限小数と循環小数の間に本質的な差はないことを意味し

ます．
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1.8.2 循環小数でない無限小数

任意の有理数 m
n は，必ず有限小数か循環小数で表されることがわかりまし

た．では，数にはその 2種類しかないのかと考えてみましょう．循環小数は，

小数点以下の数字がある周期で無限に循環する無限小数ですね．ということ

は，「循環しないで無限に続く無限小数」があっても不思議はありませんね．

有理数の加減乗除の計算をすると結果は有理数ですから，加減乗除によっては

そんな数は決して現れません．

しかしながら，図形を扱う幾何の計算では，直角三角形の斜辺の長さ等を扱

います．このとき，三平方の定理を用いるので，根号計算を行います．そし

て，
√

2などの無理数が現れます．根号
√
　 の定義に従って計算して，小数で

表していくと
√

2 = 1.4142135623730950488016887242097· · ·

となります20)．
√

2はいくら桁を増やして精確に計算しても有限小数にも循

環小数にもなりませんでした．つまり，
√

2は循環しない無限小数なのです．

よって，
√

2は有理数ではないはずで，分数で表すことはできませんね．

そのことを，
√

2が有理数であると仮定して否定する証明，つまり背理法を

用いて確かめてみましょう．
√

2が

√
2 =

p
q

と分数で表せたとしましょう．ただし，
p
q が既約分数になるように，p, qは

（1以外の）
•
　公

•
　約

•
　数

•
　の

•
　な

•
　い自然数とします．ここがミソです．両辺を 2乗して，

分母を払うと
2q2 = p2．

20)
√

2 の求め方の一例を示します．
√

2 は 2 乗して 2 になる正の数というのがその定義
です．そこで，小数第 1 位の 1.4まではわかっていたとすると，小数第 2 位の数を a

( a = 0,1, 2, · · · ,9 )として，(1.4a)2 < 2を満たす最大の aを 0,1, 2, · · · ,9の中から探しま
す．電卓でやるとたいして手間はかかりません．こうして，(1.41)2 < 2, (1.42)2 > 2なので
a = 1，よって 1.41まで決まります．下位の数字も同様です．試しにやってみることをお勧
めします．

√
2の感触がつかめます．
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左辺は偶数だから，右辺 p2も偶数．そのためには pが偶数．よって，p = 2p′

（p′ は自然数）とおけば

2q2 = 4p′ 2, よって　 q2 = 2p′ 2．

2p′ 2は偶数だから q2は偶数，よって，qは偶数です．すると pも qも偶数に

なるので，p, qは公約数 2をもつことになり，p, qは公約数のない自然数と

したことに反しますね．この矛盾は
√

2が有理数であると仮定したために生じ

ました．したがって，
√

2は有理数ではない実数，つまり無理数であることが

証明されました．

同様にして，
√

3,
√

5,
√

6, · · · も，1 +
√

2, 1 +
√

3, 1 +
√

5, · · · も，
3√
2,

3√
3,

3√
4, · · · も無理数であることがわかります21)．これらの例から，

無数に多くの無理数が存在し，無理数のほうが有理数よりはるかに多そう

です．

さらに，円周率 π：

π = 3.1415926535897932384626433832795· · ·

も無理数であることが示されました22)．

§1.9 実数の連続性

我々は §1.1で直線上の点と実数の対応を考えました．点は連続的に動かす

ことができるので「連続量」ですが，点と 1：1に対応して実数が存在して，実

数も連続量になるかどうかはまだ定かではありません．実数を有限小数や無限

小数で表したとして，それらの全体，つまり実数の集合を想像すると，いかに

も連続的に存在すると思われるほどの多さです．また，任意の無限小数を考え

るとき，その数と小数 ∞位で異なる小数を想像することはできます．しかし
ながら，きちんとした証明となると，想像を絶するほど難しそうです．

21) n√( · )は n乗して ( · )になる実数です．
22) 2002年 12月，日本の数学者とコンピュータ会社の技術者チームが π を 1兆 2411億桁ま
で計算し，自ら樹立していた世界記録 2061億桁をさらに更新しました．関心のある人は
ホームページ http://pi2.cc.u-tokyo.ac.jp/index-j.htmlをご覧ください．
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実数が連続量であること，つまり，実数が連続的に存在することは真に重要

なことです．例えば，連続的に流れている時間は実数で表現されますが，実数

がどこかで不連続ならば，そこで
•
　時

•
　間

•
　が

•
　存

•
　在

•
　し

•
　な

•
　いのと同じくらいに

ゆ ゆ

由々しい

ことです．また，数学の根幹に関わる「関数の連続性」に関する定理は実数の

連続性から導かれます．それほど重要なことなのですが，高校数学はそれを暗

黙の了解事項にしています．以下の議論で，実数の連続性を保障するデデキン

ト（Julius Wilhelm Richard Dedekind，1831～1916，ドイツ）の理論にある程

度踏み入ってみましょう．その議論をするときは，我々は有理数についてはよ

く知っている，つまり有理数の厳密な理論があるとして話を進めましょう．

1.9.1 有理数と無理数の特徴

有理数と無理数の特徴を今までとは違う角度から調べてみましょう．両者を

小数表示して近似を考えると違いが見えてきます．

kを任意の整数，nを（大きくできる）自然数として，有理数

a = k+ m
n ( m= 0, 1, · · · , n− 1 )

を考えてみましょう．aが表すことができる有理数は

k, k+ 1
n , k+ 2

n , · · · , k+ n− 1
n （kは任意の整数）

なので，これらの有理数の集合は，隣の有理数との差が 1
n の，0を含む，全て

の有理数を表します．分母 nを大きくすれば，隣との差 1
n はいくらでも小さ

くできるので，有理数は，−∞から +∞まで，限りなく小さな間隔でびっしり
並んでいることがわかります．つまり，‘任意の実数に対して，その数に

•
　い

•
　く

•
　ら

•
　で

•
　も

•
　近

•
　い有理数が存在する’ことになります．

数直線上の 1点から左右の有理数を眺めてみましょう．左右の有理数は，遠

くから近くまで，そして‘すぐ隣’までぎっしりとあります．しかし，無限に拡

大してよく見るとスカスカで，その間には無理数？が連なっているようです．

次に，有理数の近似を考え，近似を上げていったときに，その有理数のごく近

くでどのような状況になっているかを見てみましょう．例えば，4
3
= 1.333· · ·
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の第 n位近似（小数点以下第 n+ 1位以下切り捨て）を考えます．第 3位近似

は 1.333ですが，1.333< 4
3
です．第 4位近似でも，1.3333< 4

3
．第 5位近

似でも，1.33333< 4
3
，· · · となって，切り捨て近似は近似を上げていくと 4

3
に近づいていきますが，どの近似も 4

3
より小さい値になりますね．

さて，全ての有理数の集合を有理数 4
3
によって 2つの集合に分けましょう．

それらは，数直線を 4
3
で切断したとき， 4

3
‘未満の区間’に含まれる有理数

の集合と 4
3
‘以上の区間’に含まれる有理数の集合です．このように分ける

と，近似 1.333，1.3333，1.33333，· · · は全て未満の区間における近似ですね．
また，これらは全て有理数であり，それらは近似を上げるにつれて増加し， 4

3
に下のほうから限りなく近づいていきます．

よって，未満の区間では，増加する無数の有 未満の区間︷           ︸︸           ︷
　　　　　　

以上の区間︷           ︸︸           ︷
　　　　　　　　　　　 4

3
理数が存在することになります．しかしなが

ら，そのうちのどれが最大のものかは特定でき

ません．このようなとき，最大のものは存在しないということにします．よっ

て，有理数 4
3
未満の区間では最大の有理数は存在しません．一方， 4

3
以上の

区間では，最小の有理数は特定できます． 4
3
それ自身が最小になりますね．

負数 −1 = −1.000· · · についても同様です．−1未満の区間での近似 −1.1，

−1.01，−1.001，· · · (< −1)も全て有理数ですが，最大のものはありません．

−1以上の区間では −1が最小の有理数です．他の有理数についても同様で，有

理数については，その未満の区間では最大の有理数がなく，その以上の区間で

はその有理数それ自身が最小の有理数です．

無理数ではどうでしょうか．
√

2 = 1.41421356· · · でも同様に近似してみま
しょう．未満の区間での近似は 1.4，1.41，1.414，1.4142，· · · (<

√
2 )とな

り最大の有理数はありません．以上の区間での近似は，
√

2以上になるように

第 n位近似では小数第 n + 1位を切り上げます．それは未満の区間での近似

に，それぞれ，0.1，0.01，0.001，0.0001，· · · をつけ加えて得られます： 1.5，

1.42，1.415，1.4143，· · · (>
√

2 )．こちらのほうは小さくなっていく有理数で

すが，最小と特定できるものがないので，無理数
√

2は以上の区間においても

最小の有理数は存在しません．他の無理数についても同様ですね．
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1.9.2 実数の新たな定義

前の §§の議論をまとめましょう：有理数は未満の区間で最大の有理数がな
く，以上の区間で最小の有理数（その有理数自身）がある．無理数は未満の区

間で最大の有理数がなく，以上の区間でも最小の有理数がない．

次に，上のまとめの文の主部と述部を入れ替えて，元の主語に‘その境目の’

をつけてみましょう：未満の区間で最大の有理数がなく，以上の区間で最小の

有理数があるのは‘その境目の’有理数である．未満の区間で最大の有理数が

なく，以上の区間で最小の有理数がないのは‘その境目の’無理数である．

新たな主部を見ると‘有理数’だけが現れ‘無理数’は消えています．そこ

で，述部の‘その境目’を決める条件が
•
　有

•
　理

•
　数

•
　だ

•
　け

•
　を

•
　用

•
　い

•
　て以下のように表現

できます．

全区間に存在する
•
　全

•
　て

•
　の有理数を考えます．そして，全ての有理数を，以下

の条件で，未満の区間のものと以上の区間のものにふるい分けします：未満の

区間の
•
　ど

•
　の有理数も以上の区間の

•
　全

•
　て

•
　の有理数より小さい． また，未満の区

間に最大の有理数は存在しないという条件をつけ加えます．

このとき，以上の区間に対して，2通りの場合があります：

（A）最小の有理数がある． （B）最小の有理数はない．

デデキントは著作『連続性と無理数』（1872）の中で次のように述べました：

（A）の場合には未満の区間と以上の区間の「境目」は有理数を表すと
•
　定

•
　義

•
　し，

（B）の場合にはその境目は無理数を表すと
•
　定

•
　義

•
　す

•
　る．無理数を定義するとは無

理数の
•
　存

•
　在

•
　を

•
　定

•
　義

•
　す

•
　るということです．これは凄いことをいっています．つま

り，彼は無理数を定義によって‘創造し’，それが理論の出発点の公理である

と宣言しているのです．こういわれたらその定義を受け入れるか受け入れない

かの二者択一です．そして，全ての数学者がこの定義を受け容れたのです．

次のようにいうとわかりやすいでしょうか．数直線上で，未満の区間と以上

の区間を設定すると，全ての有理数は両区間のどちらかにふるい分けられて，

その境目の点に対応する数が有理数か無理数かに定義されます．そこで，両区

間の設定を連続的に変化させると，つまり境目を連続的に移動させると，有理

数のふるい分けも連続的に変化し，境目の点の実数も連続的に有理数か無理数
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に定義されていきます．つまり，連続的に全てのふるい分けを実行すると，有

理数と有理数の間に潜んでいた無理数が境目として全て
あぶ

炙り出されるというわ

けです．

こうして，−∞から +∞まで実数が連続的に存在することになり，‘実数の
連続性が保障された’ことになります．我々は，以後，この新しい定義による

実数を実数としましょう．

なお，この実数についての理論では加減乗除もきちっと定義して，‘実数は

計算法則を満たす’ことを証明しています．また新しい定義による無理数は循

環しない無限小数に一致することが示されました23)．

これでひとまず実数の基礎についての議論を終えましょう．

§1.10 整数の性質

整数の性質についての基本的な議論を行いましょう．その中には §§1.5.2の

「1+ 1 = 2？」で出てきた合同式もあります．今までに公理 (A.1–6)を議論し

ましたが，高校数学で必要なもう 1つの公理も簡単に議論しておきます．

1.10.1 自然数の因数分解

以下，この §§で表れる数は，簡単のために，全て自然数としましょう．

1.10.1.1 約数・倍数・素数

自然数 aが自然数 bで割り切れるとき，bは aの約数 (divisor)といい（し

ばしば，bは aの因数ともいいます），aは bの倍数 (multiple)といいました

ね．‘aが bで割り切れる’ことを正確に表すと

a = bkを満たす自然数 kが
•
　存

•
　在

•
　す

•
　る

となります．自然数のうち，1と自分自身以外に約数をもたない 2以上の自然

数を素数といい，残りの 1以外の自然数を合成数といいます．1は素数でも

合成数でもありません．

23)ここに紹介したのは「デデキントの切断」という有名な理論です．興味のある人は，集合と
数列の極限を学んだ後，挑戦されるとよいでしょう．
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素数を小さい順に並べると，2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, · · · と
なり，大きくなるにつれてだんだん

まば

疎らになっていきますが，いくらでも大き

なものがありそうですね．実際，2000年以上前にユークリッドはいくらでも

大きな素数が存在することを証明しています： 素数が有限個であると仮定し

て，それらを p1, p2, p3, · · · , pnとしましょう．そこで，自然数

N = ( p1 · p2 · p3 · · · · pn) + 1

を考えましょう．このとき，もし N が合成数だとすると，N は素数 p1，p2，

p3，· · ·，pnのどれかで必ず割り切れるはずです．ところが，実際には，Nは

どの pk (k = 1, 2, · · · , n)で割っても 1余るので，N は素数でなければなりま

せん．しからば，N は pk のどれかに一致するかというと，どの pk について

も pk < N は明らかで，N はどの pk にも一致しない素数ということになりま

す．よって，素数は p1, p2, p3, · · · , pnの有限個しかないと仮定すると矛盾す

るので，命題「素数は有限個しかない」は否定され，したがって，排中律の公

理（つまり背理法）により命題「素数は無限にある」が成立します．

2004年 8月現在，知られている最大の素数は 224036583−1のようです24)．こ

れは「メルセンヌ素数」といわれるタイプです．素数探しはコンピュータの性

能試験にも役立っています．

1.10.1.2 素因数分解の一意性

素因数分解の例 420= 22 · 3 · 5 · 7からわかるように，‘自然数は素数の積に
一意に25)因数分解される’ことは経験的によく知られていますね．これは完全

に一般的な事実で，素因数分解の一意性定理 と呼ばれ，整数論の基本定理に

なっています．素因数分解の一意性は，数学的に重要なことはもちろんのこ

と，現在では，インターネット通信の秘密保持のための「暗号鍵」の原理とし

て役立っています．

素因数分解の一意性定理の厳密な証明には「数列」の知識が必要になります

が，君たちはその証明を授業で教わることはまずないので，ここでは証明に近

い形で解説しましょう．

24)素数に関心のある人はウェブサイト http://www.utm.edu/research/primes/largest.htmlで調べ
られます．

25)一意に＝ただ 1通りに．
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まずは，2以上の自然数が必ず素因数分解されることから．例えば，10以下

の自然数は全て素因数分解ができるので，‘ある自然数 N
•
　ま

•
　で

•
　は素因数に分解

できることがわかっている’としましょう．証明の核心は，自然数 N が素因

数分解できれば N + 1も素因数分解できることが示され，その結果を用いて，

まったく同様に N + 2についても示され，N + 3でも同様，· · · と，芋づる式
に，または将棋倒しのように，いくらでも大きな自然数についても示すことが

できることです．

ある自然数 Nまでは素因数に分解できることが示されていると仮定します．

次に，自然数 N + 1が素数ならば既に素因数分解されています．もし N + 1が

合成数ならば，その定義によって，N + 1 = abと 2以上の自然数 a, bの積に

因数分解できます．このとき，a, bは明らかに N以下の自然数になるので，仮

定「N までは素因数分解できる」によって，自然数 a, bは共に素因数分解で

き，よって，N + 1が素因数分解できます．したがって，N + 1
•
　ま

•
　で素因数分

解できます．そこで今度は‘N + 1まで素因数分解できる’ことを利用すると，

同様にして，N + 2まで素因数分解できることが示されます（N + 2が合成数

のとき N + 2 = a′b′ とでもして確かめましょう）．以下，このことを繰り返し

ていくと，原理的には，‘いかに大きな自然数についても’素因数分解できる

ことがわかりますね．このような証明法は数学的帰納法と呼ばれ，§§1.3.1の

演算の公理 (A.1–5)を排中律の公理 (A.6)と共に補う，現代数学の基本公理と

して仮定されています26)．数学的帰納法の原理を公理 (A.7)としましょう．以

上のことから，全ての自然数は素因数に分解できることが示されました．

次は，素因数分解の一意性のほうです．まず，pを素数として，pa= bcが

成立するならば，pは bまたは cの約数になることを示しましょう： pa= bc

の両辺を pで割ると

a = bc
p ．

左辺 aは自然数ですから，右辺も自然数でなければならず，(bc)は pの倍数で

す．このとき，b, c, (bc)は素因数分解できることが既に示されていることに

注意しましょう．pは素数，b, cは自然数ですから，bと cの両方が pの倍数

26)同様の論法はペアノの公理系のところでも現れ，そこでは当然のこととして黙って用いま
した．数学的帰納法の詳細は「数列」の章で扱います．
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でないとすると (bc)は，pを因数として含まなくなるので，pで割り切れなく

なり，右辺は自然数になりません．よって，bまたは cの少なくとも一方は p

の倍数です．p a = b c dが成立する場合も，b, c, dのどれも pの倍数でない

とすると矛盾します．まったく同様にして，補助定理

pa= b1b2 · · · bn ⇒ b1, b2, · · · ,bn のどれかは pの倍数

が任意の自然数 nに対して得られます．

これで準備が整いました．2 以上の
•
　任

•
　意

•
　の自然数 N が，素数の 2 つの組

p1, p2, · · · , pmと q1, q2, · · · ,qnを用いて

N = p1p2 · · · pm = q1q2 · · · qn

と 2通りに表されたとしましょう．補助定理より，素数 p1 は q1, q2, · · · , qn

のどれかの約数です．p1が qkの約数だとすると，qkも素数なので，両者は一

致する，つまり，p1 = qk が成り立ちます．そこで，上式の両辺を p1 で割っ

て，素数 p2について同じ議論をします．p3, · · · , pmについても同じことを繰

り返し，それらで割っていくと左辺は 1になります．このとき，右辺が 1でな

いと矛盾するので，p1p2 · · · pmと q1q2 · · · qnは完全に同じ素数の積の形をして

いなければなりません．つまり，両者とも素数を小さい順に並べてあれば，

p1 = q1, p2 = q2, · · · , pm = qn (m= n)

が成立します．少々長くなりましたが，これで素因数分解の一意性定理が示さ

れました．

1.10.1.3 公約数・公倍数

3つの自然数 a, b, cについて，cが aの約数でもあり，かつ bの約数でもあ

るとき，つまり

a = ck, b = ck′ を同時に満たす自然数 k, k′ が存在する

とき，cを a, bの 公約数 (common divisor)といいます．公約数のうち最大

のものを 最大公約数 (greatest common divisor，略して，GCD)といいます．

a, bの最大公約数を表すときに，記号 GCD(a, b)はよく用いられます．例え
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ば，10と 20の公約数は，1, 2, 5, 10の 4個あり，最大公約数GCD(10, 20)は

10です．1は任意の自然数の約数であることに注意しましょう．自然数 a, b

が 1以外に公約数をもたないことを，“a, bは互いに
そ

素”であるといい，しば

しば，GCD(a, b) = 1と表されます．2つの異なる素数 p, qは，もちろん，互

いに素なので GCD(p, q) = 1です．

3つの自然数 a, b, cについて，cが aの倍数でもあり，かつ bの倍数でもあ

るとき，つまり

c = ak, c = bk′ を同時に満たす自然数 k, k′ が存在する

とき，cを a, bの 公倍数 (common multiple)といいます．公倍数のうち最

小のものを 最小公倍数 ( least common multiple，略して，LCM) といいます．

a, bの最小公倍数を表すときに，記号 LCM(a, b) はよく用いられます．例

えば，10と 15の公倍数は 30, 60, 90, · · · と無数にあり，最小公倍数 30は

LCM(10, 15)= 30と表します．

2つの自然数 a, bとそれらの最大公約数 GCD(a, b) = Gを用いて a, bの最

小公倍数 LCM(a, b)を表すことができます：a = Ga′，b = Gb′ とおくと，a′

と b′ は互いに素だから
LCM(a, b) = Ga′b′

となりますね．したがって，

LCM(a, b) = ab
GCD(a, b)

⇔ GCD(a, b)LCM(a, b) = ab

が成り立ちます．これは最大公約数と最小公倍数の基本的な関係です．

1.10.2 整数の割り算

約数や倍数は，問題にしている数が整数の場合には，一般に整数の範囲で考

えます．ただし，最大公約数は正の公約数のうちで最大のもの，最小公倍数は

正の公倍数のうちで最小のものとします．なお，0については，任意の整数 k

に対して 0 = k× 0（0を kで割ると割り切れる）が成り立つので，‘0は任意

の整数の倍数’です．
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1.10.2.1 ユークリッドの互除法

自然数 a, bの最大公約数 GCDを求める素朴な方法は a, bを素因数分解す

ることですが，数が大きくなるにつれて耐えがたい負担になります．例えば，

13256と 123の GCDが 1，つまりそれらが互いに素であることを示すのに

君は何分かかるでしょうか？ 割り算を何度か繰り返して最大公約数を求める

ユークリッドの互除法 というのがあります．その方法は理論的考察をする際

にも重要です．

自然数 a, b (a > b)に対して，aを bで割った商を q，余りを r とすると

a = bq+ r, 0 <= r < b

を満たす自然数 q, r がただ 1通りに定まります．この式は，a = b q+ r を

a− b× q = r と変形すればわかるように，aから bを繰り返して引き，その残

り r が 0 <= r < bとなるまで続けたとすると，引いた回数が qであることを意

味しています．この見方をすると，商 q，余り r がただ 1通りに定まること，

および，割り算は引き算の繰り返しであることが納得できるでしょう．

ユークリッドの互除法の原理は a, bの最大公約数を G，また b, r の最大公

約数を G′ とすると，G = G′ となることです：まず，a = Ga′，b = Gb′ とお

くと a′, b′ は自然数で，このとき a = bq+ r より r = Ga′ −Gb′q = G(a′ − b′q)

となって Gは r の約数です．よって，b = Gb′ も成り立つから，Gは b, r の

公約数です：GはG′ の約数．次に，b = G′b′′，r = G′r ′′ とおくと b′′, r ′′ は自

然数で，a = bq+ r = G′(b′′q+ r ′′)だから，G′ は a, bの公約数です：G′ はG

の約数．したがって，GはG′ の約数かつ G′ はGの約数となるので，G = G′

が成り立ちます：

a = bq+ r のとき　 GCD(a, b) = GCD(b, r)．

そこで，今度は bを r で割ると，同様にして

b = r q1 + r1 のとき　 GCD(b, r) = GCD(r, r1)

が得られます．これで見えてきたと思います．この割り算の手続きを繰り返す

と，最後には必ず割り切れて（何故でしょう），rn−1 = rn qn+1 + 0のような形に

なり
GCD(a, b) = GCD(rn, 0)
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が得られます．0 = rn × 0ですから，GCD(a, b) = rn と最大公約数が求まり

ます．

ユークリッドの互除法を用いて 13256と 123の最大公約数を求めてみ

107 13256 123 1

13161 95

3 95 28 2

84 22

1 11 6 1

6 5

5 5 1

5

0

ましょう．まず，13256を 123で割ると，13256= 123× 107+ 95．次に，

123を 95で割ると，123 = 95× 1 + 28．以下同

様にして，95 = 28 × 3 + 11．28 = 11 × 2 + 6．

11= 6× 1+ 5．6 = 5× 1+ 1．5 = 1× 5+ 0．した

がって，GCD(13256, 123) = GCD(1, 0) = 1が得

られますね．これらの計算は右の表のように行うの

がよいでしょう．

では，ここで練習です．GCD(13256, 1234)を求

めよ．右表のように計算しましょう．答は 2です．

1.10.2.2 合同式

日常生活では，時刻をいう場合に午前・午後を省略して，“8時”などと言っ

ただけで意味が通じる場合がほとんどですね．午後 8時の場合は 20時から 12

時を引いた 8時，もしくは，20時を 12で割った余り 8時のことを指していま

すね．時計の針は何年も回り続けるので,‘12で割った余り’のほうが一般的

な議論に適しています．授業で，1234567を 3で割った余りを求めなさい等

という問題が出たこともあったでしょう．実際に 1234567を 3で割らずとも，

1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6+ 7 = 28を 3で割ったときの余り 1が答であることを習っ

たと思います．割り算で余りにだけ関心がある場合は結構多いようです．

19世紀の超偉大なドイツの数学者ガウス（Karl Friedrich Gauss，1777～

1855）は，ある自然数が素数かどうかを研究する際に，‘等しい’に似た合同

という考えを導入しました．例えば，20 ≡ 8 (mod 12)と書いて27)，“20と 8

は 12を
ほう

法として合同”とか“20と 8は mod 12で合同”などと読み，この式

を合同式といいます．20を 12で割った余りと 8を 12で割った余りが‘等し

い’という意味です．一般には，x, yを整数，mを自然数としたとき，合同式

27) mod=
モ ジ ュ ロ

modulo= ～を法として．「法」は‘測定のもととなるもの’の意味で用いられてい
ます．
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x ≡ y (mod m)は「xは yに mの倍数を加えたもの」として定義されます：

x ≡ y (mod m) ⇔ x = y + kmとなる整数 kがある．

感覚的には m ≡ 0，つまり‘mは 0と同じと見なす’のが modmの合同式と

思ってよいでしょう．

合同式の定義より，整数 x, y, zに対して任意の modで，x ≡ x（反射律），

x ≡ y ⇒ y ≡ x（対称律），および x ≡ yかつ y ≡ z⇒ x ≡ z（推移律）が成り

立ちます．これらは，合同式についてはもちろん，§§1.5.2で紹介した同値関

係～を厳密に扱うときには重要です．交換・結合・分配の計算法則は等号＝の

段階で成り立つので，x = y⇒ x ≡ yより，もちろん成り立ちます．その他に，
我々が必要な基本定理は合同式の加・減・乗に関するものです： x, y, z, wを

整数として，任意の自然数 mに対して

x ≡ y かつ z≡ w (mod m) ⇒ x+ z≡ y + w (mod m)，

x ≡ y かつ z≡ w (mod m) ⇒ x− z≡ y − w (mod m)，

x ≡ y かつ z≡ w (mod m) ⇒ x · z≡ y · w (mod m)

が成り立ちます．これらの定理は，合同式の定義と x, y, z, w を mで割った

余りを考え，x = mk+ x′ ( 0 <= x′ < m)などと表して両辺を比較すると容易に

示されます．それは練習問題にしましょう．ヒント：yをmで割った余りを y′

とすると，xy ≡ x′ y′ (mod m)などが成り立ちます．

積の定理から，xの n乗に関する重要な定理

xn ≡ x′ n (mod m) ( x = mk+ x′ )

が得られます．これも練習問題にしましょう．ヒント：x ≡ x′ を用いて，

x2 = x · x, x3, x4, · · · を計算しましょう．
これで準備ができました．1234567を 3で割った余りはその数の各位の数の

和を 3で割った余りであることを示しましょう．1234567は 10進数ですから

1234567= 7+ 6 · 10+ 5 · 102 + · · · + 1 · 106

と表されますね．ここで，10≡ 1 (mod 3)ですから，10n ≡ 1 (mod 3)が成り

立ち，よって，合同式の定理より，簡単に

1234567≡ 7+ 6+ 5+ 4+ 3+ 2+ 1 (= 28≡ 1) (mod 3)
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であることが示されます．3で割った余りを考えるときは 10を 1と見なして

計算してよいということですね．同様のことは 9で割るときにも起こります．

1234567を 9で割ると余りは　ですね．

では，ここで問題をやってみましょう．連立方程式{ N ≡ 1 (mod 2) · · · · · · · · · 1⃝
N ≡ 2 (mod 3) · · · · · · · · · 2⃝

を満たす整数 Nを求めよ．

1⃝は Nが奇数， 2⃝は Nが 3で割ると余りが 2であることを表し，そのよう

な N は無数にあります．合同式の定義より 1⃝， 2⃝ の書き方は 1通りでなく，

1⃝の右辺の 1は任意の奇数で置き換えてもよく， 2⃝の右辺は 3で割ると 2余

る任意の整数で構いません．そこで，上の連立方程式の右辺を，奇数かつ 3で

割ると 2余る整数，例えば 5で置き換えて{ N ≡ 5 (mod 2)

N ≡ 5 (mod 3)

と右辺の数が一致するようにすると解法が見えてきます．つまり，{ N − 5 ≡ 0 (mod 2)

N − 5 ≡ 0 (mod 3)

ですから，N − 5は 2でも 3でも割り切れる数，つまり 2の倍数かつ 3の倍数

ですね．よって，N − 5は 2と 3の最小公倍数 6の倍数：

N − 5 ≡ 0 (mod 6)⇔ N = 5+ 6k （kは任意の整数）

となります．

練習問題を 1題．7で割ったら 1余り，11で割ったら 4余る整数 Nを求め

よ．ヒントは不要でしょう．答は N ≡ 15 (mod 77)です．

合同式の加減乗の定理では modが変わりませんが，合同式の商の定理では

注意が必要です：x，yを整数，m，aを自然数とするとき，定理

a x≡ ay (mod m) ⇒ x ≡ y
(

mod m
GCD(m,a)

)
が成り立ちます．GCD(m, a) > 1のときは modが変わります．
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この定理を証明するには a x≡ ay (mod m)を

a x= ay +mk （kは整数）

と書いて，両辺を aで割ります：GCD(m,a) = G，m= Gm′，a = Ga′ とすると

x = y + mk
a
= y + m′k

a′
．

ここで，x，yは整数だから m′k
a′
も整数であり，m′ と a′ は互いに素なので k

が a′ の倍数になります．よって，k = a′k′（k′ は整数）と書くと，上式は

x = y +m′k′ = y + m
G

k′，よって　 x ≡ y
(

mod m
GCD(m,a)

)
となり，証明されました．

1.10.3 整数論の基本定理

前の §§の合同式の連立方程式 N ≡ 1 (mod 2)かつ N ≡ 2 (mod 3)は

N = 2x+ 1 = 3y + 2となる整数 x，yを求めることと同じなので，その問題は

整数係数の 1次方程式

2x+ 1 = 3y + 2 ⇔ 2x− 3y = 1 （x，yは整数）

を解くことと同じになります．一般に，整数解に限定した整数係数の 1次方

程式

　　　　 a x+ by = c （a，b，c；x，yは整数） （不定方程式）

を 1次の「不定方程式」といい古代ギリシャ時代から研究されてきました．こ

の方程式は無数の整数解をもつか，2x+ 4y = 3の例からわかるように（左辺

は偶数），1つも整数解がないかのどちらかです．1次不定方程式が解をもつ条

件を求めることは重要で，それは以下に述べられる整数論の基本定理：

整数 a，bが互いに素のとき　 a x+ by = 1は整数解をもつ

から得られます．この定理を証明し，不定方程式が解をもつ条件を調べま

しょう．
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整数論の基本定理の証明には種々の方法がありますが，最も簡明と思われる

方法で行いましょう．GCD(a, b) = 1として，整数 x，yの式

N = a x+ by

を考えます．x，yがいろいろな整数値をとると，それに対応して Nはいろい

ろな整数値になります．例えば，x = ka，y = kb（kは整数）としてみると明ら

かなように，Nは正にも負にも，また
•
　０

•
　に

•
　もなります．この証明法は，全ての

整数 x，yを考えて，N = a x+byがとり得る値のうちで
•
　正

•
　で最小のものを仮に

N = c0としたとき，c0 = 1を示そうという方法です．Nの正の最小値を c0と

すると，可能な Nの値は N >= c0または N <= 0であることに注意しましょう．

N = c0のとき，仮定により方程式

a x+ by = c0

は整数解をもちます．その解の 1組を ( x, y ) = ( x0, y0 )としましょう：

a x0 + by0 = c0．

さて，係数 a，bを c0で割って，余りをそれぞれ r1，r2とします：

a = c0q1 + r1 (0 <= r1 < c0)，

b = c0q2 + r2 (0 <= r2 < c0)．

このとき，上式と等式 a x0 + by0 = c0から

r1 = a− c0q1 = a− (a x0 + by0 )q1

= a(1− q1x0 ) + b(−q1y0 )

と表され，1 − q1x0 および −q1y0 は整数なので，r1 は N の可能な値の範囲

（N >= c0または N <= 0）にあります：r1 >= c0または r1 <= 0．一方，r1は c0で

割った余りなので，その範囲は 0 <= r1 < c0 です．よって，両方の条件を満た

すためには
r1 = 0

でなければなりません．同様にして，r2 = 0も成立します（確かめましょう）．
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r1 = r2 = 0より a = c0q1，b = c0q2 となるので，c0 は aと bの公約数で

す．ところが仮定によって GCD(a, b) = 1でしたから，それを満たすために

は c0 = 1が必要です．以上の議論から a x0 + by0 = 1となり，互いに素な整数

係数の 1次不定方程式 a x+ by = 1は整数解をもつことが示されました．

次に，整数論の基本定理を用いて一般の 1次不定方程式が解をもつ条件を調

べましょう．上の議論から a x0 + by0 = 1が成り立ちました．この両辺に整数

cを掛けると
a(c x0) + b(cy0) = c

ですが，これは，a，bが互いに素のとき，1次不定方程式 a x+ by = cは任意

の整数 cに対して解をもつことを意味しますね．

今度は，一般の整数係数不定方程式 a′ x+ b′ y = c′ を考えましょう．このと

き，GCD(a′, b′ ) = G，a′ = Ga，b′ = Gbとします．両辺をGで割ると，

a x+ by = c′

G

となりますが，左辺は整数なので右辺も整数です．右辺を cと書くと，cが整

数のときは互いに素な整数係数の不定方程式 a x+ by = cとなって解をもち，

そうでないときは解がありません．したがって，定理

一般の整数係数 1次不定方程式 a′ x+ b′ y = c′ が整数解をもつための

必要十分条件は c′ が GCD(a′, b′ )で割り切れることである

が示されました．

不定方程式の例としてとり上げた

(N = ) 2x+ 1 = 3y + 2

を合同式を用いずに解いてみましょう．2と 3は互いに素だから整数解がある

ことは保証されています．解の 1組は x = 2，y = 1よって N = 5のときで，

それを (5 = ) 2 · 2+ 1 = 3 · 1+ 2と表して方程式から辺々引くと，方程式

(N − 5 = ) 2(x− 2) = 3(y − 1)

が得られます．2と 3は互いに素より，kを任意の整数として，解 x− 2 = 3k，
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よって
y − 1 = 2k, N − 5 = 6k

が得られます．

練習問題は前の §§で練習問題にした (N = ) 7x+1 = 11y+4です．合同式を

用いずに解きなさい．ヒント：方程式を満たす整数解の 1組を探しましょう．

答は，解の 1組を x = 2，y = 1とすると，kを任意の整数として，x−2 = 11k，

よって y− 1 = 7k，N − 15= 77kです．ただし，解の表し方は解の 1組の選び

方によって見かけ上変わるので，kに全ての整数を代入して得られる解の集合

が一致すれば正しい解です．例えば，x = 2+ 11(k− 1) = −9+ 11kなどと表す

こともできます．

§1.11 素数を利用した暗号

整数の基本的性質を学んできましたが，それが何の役に立つの？と思う人も

多いでしょう．整数，それも最も実用にならないと考えられていた素数が，コ

ンピュータ社会においては，なくてはならない存在になったのです．

3713を素因数分解してみましょう．小さな素数 2，3，5，· · · の順で割って
いくと，47で割り切れるので，3713= 47× 79と 2つの素数の積で表されます

ね．4桁の自然数の素因数分解はたいしたことはありません．アメリカの科学

雑誌が，1977年の 8月号で，ある暗号技術の紹介と共に，百ドルの懸賞金付

きで，129桁の自然数の素因数分解の問題を載せました．600人の若者がこれ

に応じ，各自の分担を決めて，コンピュータを駆使して答を探しました．その

数が 64桁の素数と 65桁の素数の積であることを彼らが報告したのは 1994年

の 4月といいますから，なんと 17年後のことでした．もし 1桁大きい 130桁

の自然数の問題だったらその 10倍ぐらいの計算が必要なので，解くのに 100

年以上はかかるでしょう．非常に大きな自然数の素因数分解は短日では不可能

ですね．以下，そのことを利用した暗号の原理を議論しましょう．

1.11.1 フェルマーの小定理

まずは必要な数学の準備です．実数 aを n個掛けた数を anと表しましたね．

am × anは，aを m個掛けてさらに n個掛けたもの，つまり aを m+ n個掛け



54 第 1章 数

たものなので
am × an = am+n

ですね．次に，(am)n は amを n個掛けたもの，つまり aを m× n個掛けたも

のです：
(am)n = amn．

コンピュータでは文字は全て 2進数の自然数に置き換えられるので文字と

自然数は同じであり，ディスプレー画面に表示するときだけ異なります．そこ

で，ある自然数 aはある文字を表すとして，自然数 aを‘文字’aと呼びま

しょう．そこで，§§1.10.2.2で学んだ合同式を利用します．aをm乗して適当

な mod sをとると，aは異なる‘文字’a′ ≡ am (mod s)に変換されます．こ

れが暗号文字 a′ です．ところが，a′ ≡ am を n乗したとき，もし (am)n ≡ a

(mod s)が成り立つならば，暗号は元の文字 aに戻るので解読できます．そん

なことが可能なことを以下に示しましょう．

まず，「フェルマー28)の小定理」と呼ばれる整数論の重要な定理を導きます．

mod 5で 2の 2乗，3乗，4乗，5乗を計算してみてください．24 = 16 ≡ 1

(mod 5)，よって，25 ≡ 2 (mod 5)ですね．mod 5で 2を 5乗すると 2に戻

りましたね．これは単なる偶然ではありません．3についても，34 = 81 ≡ 1

(mod 5)，よって，35 ≡ 3 (mod 5)です．このようなことが一般に成り立つこ

とを示したのがフェルマーの小定理です：

pを任意の素数とする．このとき，任意の整数 aに対して

ap ≡ a (mod p) （aは任意の整数）

が成り立つ．特に，aが pで割り切れないとき

ap−1 ≡ 1 (mod p) (a \≡ 0 (mod p) )

が成り立つ．

‘小’ 定理といわれる理由は，君たちも知っている「フェルマーの大定理」：

2より大きい自然数 nに対して

不定方程式 xn + yn = zn は自然数解をもたない

28)フェルマー（Pierre de Fermat，1601～1655，フランス）．
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があるからです．大定理は，多くの努力にもかかわらず，300年以上にわたって

証明されずにいましたが，ついに 1995年，イギリスの数学者ワイルズ（Andrew

John Wiles，1953～）がそれをなし遂げました．

フェルマーの小定理の証明には興味ある補助定理を使います． mod 5で 0，

1，2，3，4，のそれぞれに 2を掛けてみてください．それぞれ 0，2，4，1，3

と互いに異なる数になりましたね．このことは一般に成り立ちます：

pを素数，aを pで割り切れない整数，kと l を任意の整数とするとき

k \≡ l (mod p) ⇒ ka \≡ la (mod p) (a \≡ 0 (mod p) )

が成り立つ．

§§1.6.2で命題とその対偶の真偽は一致することを議論しましたね．上の命題

の対偶は
ka≡ la (mod p) ⇒ k ≡ l (mod p)

なので，対偶のほうを調べましょう．k a ≡ l a (mod p) より (k − l ) a ≡ 0

(mod p) ですが，a \≡ 0 (mod p) としているので，k − l ≡ 0 (mod p) よって

k ≡ l (mod p)が得られます．したがって，対偶が真となるので命題も真です．

なお，背理法を用いても証明できますが，それは練習問題としましょう．ヒン

ト：「k \≡ l (mod p) ⇒ ka≡ la (mod p)」が偽であることを示します．

上の補助定理より，aが pで割り切れないとき，1a，2a，3a, · · ·，( p− 1)a

は mod pで互いに全て異なり，よって

1a · 2a · 3a · · · · ( p− 1)a ≡ 1 · 2 · 3 · · · · ( p− 1) (mod p)

が成り立ちます．そこで，商の定理

a x≡ ay (mod m) ⇒ x ≡ y
(
mod m

GCD(m,a)

)
を利用して，両辺を 1 · 2 · 3 · · · ( p− 1)で割ると ap−1 ≡ 1 (mod p)が得られま

す．この式の両辺に aを掛けて，ap ≡ a (mod p)が得られます．この等式は，

a ≡ 0 (mod p)のとき ap ≡ 0 ≡ a (mod p)だから，任意の整数 aに対して成り

立ちますね．
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1.11.2 RSA公開鍵暗号

素因数分解が難しい素数の積を作り，暗号を解読するための仕掛けをするた

めに，フェルマーの式を細工しましょう．p，qを異なる素数，aを pでも qで

も割り切れない整数とすると，フェルマーの小定理より

ap−1 ≡ 1 (mod p), aq−1 ≡ 1 (modq)

が成り立ちます．ap−1 ≡ 1を q−1乗，aq−1 ≡ 1を p−1乗すると，(am)n = amn

より
a( p−1)(q−1) ≡ 1 (mod p), a(q−1)(p−1) ≡ 1 (modq)

となります．暗号を解く鍵づくりに，さらに n乗しておきましょう：

an( p−1)(q−1) ≡ 1 (mod p), an(q−1)(p−1) ≡ 1 (modq)．

暗号を元に戻すために，さらに aを掛けます：（aman = am+nに注意して）

an( p−1)(q−1)+1 ≡ a (mod p), an(q−1)(p−1)+1 ≡ a (mod q)．

フェルマーの小定理のところで注意したように，この 2式は任意の整数 aに対

して成立しますね．

以上で素数の積を作る準備が整いました．上の 2式は modだけが異なるの

で，modを使わずに等式で表すと

an( p−1)(q−1)+1 = pk+ a = ql + a （k, l は整数）

です．よって，pk= qlですが，pと qは異なる素数なので，k = qk′（k′ は整

数）が成り立ちます．よって，pk+ a = pqk′ + a ≡ a (mod pq)と表すと，p，

qを異なる素数として

an( p−1)(q−1)+1 ≡ a (mod pq) （aは任意の整数）

が成り立ちます．

整数 aを文字 aと呼ぶと，文字 aを暗号文字 a′ に変換し，元の aに戻すに

は，E，Dをある自然数として，上式が

an( p−1)(q−1)+1 = aED = (aE)D ≡ a (mod pq)
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のように表され，

a′ ≡ aE (mod pq), a′D ≡ a (mod pq)

となっていればよいですね．その条件は

n( p− 1)(q− 1)+ 1 = ED

です．それは素数 p，qを定めたとき，自然数 nをうまく選んでやると，左辺

が自然数の積の形にできるので可能です．自然数 Eは「公開鍵」と呼ばれ，D

は「秘密鍵」と呼ばれています．

この暗号の仕組みを整理してみましょう．まず 100桁以上の 2つの素数 p，

qを用意します．それらの積 N = pqは公開しても，素因数分解の難しさのた

めに pと qが知られることはありません．公開鍵 Eも公開しますが秘密鍵 D

がばれる心配はありません．公開された N と E を用いて暗号文を書きます．

例えば，元の文が「これは解けない暗号」（各文字は自然数に直されていると

します）とすると，modNで各文字（またはいくつかまとめたもの）を E乗

して暗号文にします．例えば，こ′ ≡ こE (mod N)，解′ ≡ 解E (mod N) など

とすると，暗号文は「こ′れ′は′解′け′な′い′暗′号′」と意味不明な文になります．

この文を秘密鍵 D を知っている人に送ると，各文字を D 乗して，こ′D ≡ こ
(mod N)などと元の文字に直せるので，元の文「これは解けない暗号」に解読

できるというわけです．

なお，秘密鍵 Dを知っている者どうしであれば，署名の際に名を D乗して

暗号にしておけば，受け取ったほうはそれを E乗して本人と確認できます．

このような暗号は「RSA公開鍵暗号」といわれ，R, S, Aはこの暗号を考案

した 3人の数学者（R.L.Ribest，A.Shamir，L.M.Adleman）の頭文字です．公

開鍵と秘密鍵という 2つの鍵を用いる暗号方式は暗号理論に飛躍的発展をもた

らしました．今のところ RSA暗号が破られる心配はありません29)．

29)最近，「量子コンピュータ」という原子の世界の現象を利用する革命的コンピュータが注目
されています．原子の世界ではコンピュータのメモリーが 0の状態と 1の状態が重ね合わ
された状態が作れます．そのことを利用すると，N = pqの素因数 p，qの‘全ての候補’を
•
　同

•
　時

•
　に用意でき，Nを‘全ての候補’で‘同時に割る’ような計算が可能になります．現在

のところは 15の素因数 3と 5を確認した程度ですが，あと数十年もすると実用化できると
いわれています．


