
第2章 微分・積分の基礎

数学が最も重要な基礎学問であると認識されるようになったの
は，自然の法則が微分を用いて表現され，自然の現象が積分を用い
て予知され，それらが物理学・化学を筆頭とする自然科学に応用さ
れて産業革命が起こり，我々が豊かな生活を送れるようになったか
らである．この章では，微分・積分学の歴史的背景を見ながら，そ
れらの基礎を学ぼう．

§2.1 消滅してゆく量の最後の比― 無限小から極限へ

ニュートン（1642～1727）がケンブリッジ大学で学位を得た 1665年にペス
トが大流行して大学が閉鎖された．故郷に疎開した 1年半の間にニュートンは
研究・思索に没頭し，微積分学を構築し，万有引力を発見した．彼は，物体の
運動つまり対象とする量が時間に依存する場合の研究に着手し，無限小の手法
を駆使して壮大な仕事をなしとげた．無限小については，円の式を用いた場合
に既に解説した（+ p.44）．ここでは，ニュートンが無限小を幾何学的に利用
して，万有引力の逆 2乗法則を導いた例（円運動の場合）を見てみよう．
先ずは準備から．コペルニクスによる地動説はガリレオ（Galileo Galilei，

1564年～1642，イタリア）によって 1610年頃から強力に推進され，1618年
にはケプラーの 3法則が揃った：

　第 1法則 惑星の軌道は，太陽を 1つの焦点とする楕円である．
　第 2法則 惑星と太陽とを結ぶ線分が単位時間に描く面積は，一定である．
　第 3法則 惑星の公転周期の 2乗は，楕円軌道の長半径の 3乗に比例する．
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また，瞬間速度や等加速度運動の概念は既に

t1

v1

at1
2

v(t) = v1

v(t) = at

t

v

O

中世の時代から知られていた（+ p.30）．物体の
速度 v(t)が時間 t に依らずに一定 v1 のとき，そ
の移動距離 x(t) は x(t) = v1t で表されるが，物
体が等加速度運動 v(t) = at（aは等加速度を表す
定数）をするときは，ガリレオが示したように
初速が 0のとき x(t) = 1

2 at2 で表される1）．
1687年，ニュートンは『プリンキピア（自然哲学の数学的諸原理）』2）を著

し，運動の 3つの基本法則を述べた：

運動の第 1法則（慣性の法則） すべての物体は，加えられた力によってその
状態が変化させられない限り，静止あるいは 1直線上の等速運動の状態
を続ける．

運動の第 2法則 運動の量（＝質量 m×速度 #»
v）の変化は，加えられた力 #»

F

に比例し，その力の方向を向く．（m d
#»
v

dt
=

#»
F）

運動の第 3法則（作用反作用の法則） すべての作用（＝力）に対して，それ
と大きさが等しく反対向きの反作用が存在する．すなわち，2 つの物
体の間で互いに働きあう相互作用は常に大きさが等しく，反対方向を
向く．

万有引力は質量のある物体間に働く，それらの距離の 2乗に反比例する，引
力である．整理すると，質量が mと M，距離が r の 2つの物体に働く引力の
大きさ F は

F = G mM
r2 （Gは定数）

と表される．万有引力と運動の 3法則からケプラーの 3法則が導かれ，また逆
に，ケプラーの 3法則と運動の 3法則から万有引力が導かれる．楕円の場合は
複雑になるため，我々は円軌道（円は特別な楕円）の場合にケプラーの第 3法
則から引力の逆 2乗法則 F ∝ r−2 を導くことを試みよう．

1）時間 t1 までの移動距離 x(t1)を考える．0 <= t <= t1 のとき，v(t)+v(t1− t) = at+a(t1− t) = at1
と一定になるので，0 <= t <= t1 の平均速度は at1

2 ．よって移動距離は x(t1) = at1
2 t1 = 1

2 at21．
2）『チャンドラセカールの「プリンキピア」講義』（中村誠太郎監訳，講談社）．
和田純夫著『プリンキピアを読む』（ブルーバックス，講談社）．
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地球 Aが太陽 Cの周りを回る公転軌道はほ A

D

E
F

C

B

R

とんど円に近い楕円である．ここでは簡単の
ために，円軌道としよう．また，万有引力が太
陽と地球の距離 R にのみ依存する中心力であ
ると仮定しよう．ニュートンはその距離 R が
それらの重心 Aと Cの間の距離 ACであるこ
とを証明した．円運動の場合であるから，地
球 Aは太陽 Cを中心とする半径 Rの円周上を
等速 v で周回する．公転周期（1 周する時間）
を T とすると vT = 2πRである．地球 Aが微小な円弧

(

ADを移動するのに要
する微小時間を ∆t とすると

(
AD = v ∆t である．微小時間 ∆t は，『プリンキピ

ア』においては無限小量 o（+ p.44）と考える必要は必ずしもなく，極限操作
によって 0に近づく量である．
さて，運動の第 2法則より，万有引力 #»

F は地球の加速度 #»
a（速度の変化率）

に比例するから，距離が一定な円周上では，万有引力の大きさ F および中心
C に向かう地球の加速度の大きさ a は一定で，a ∝ F である．地球が微小時
間 ∆t に微小な円弧

(

ADを移動することについて，ニュートンの解説は独創性
に溢れている．すなわち，地球 Aは，慣性の法則によって軌道の接線方向 AB

（AB⊥AC）に飛んでいこうとする（中心 C方向への初速は 0）が，しかしなが
ら，万有引力によって Bから Dまで引かれる（落下する）（その結果，軌道上
の等速運動が残る）．したがって，落下距離 BDは前ページのガリレオの公式
をもちいて BD = 1

2 a(∆t)2 と表される．等式 BD = 1
2 a(∆t)2 は厳密には ∆t が瞬

間（＝無限小時間）の場合に成り立つ近似式である．以下，『プリンキピア』的
正当化を見よう．

1
2 a(∆t)2 = BDにおける加速度の大きさ aが万有引力の大きさ F に比例する

ことに着目し，∆t → 0 のとき a ∝ R−2，したがって，F ∝ R−2 を導こう．ま
ず，vT = 2πRと

(

AD = v∆t から vを消去すると，∆t = T ·

(

AD/(2πR)．これを
1
2 a(∆t)2 = BDに代入すると，

1
2

a
(

T ·

(

AD
2πR

)2
= BD.
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BDについては，∠CAB = ∠DAE = ∠Rより，∠AEC = ∠CAE = ∠BADだから
（※ ∠ABD = ∠EBA），△ABD∽ △EBA．したがって，

BD
AD

=
AB
AE

, AB
AD

=
BE
AE

.

上の第 1式を用いて，

1
2

a
(

T ·

(

AD
2πR

)2
=

AB · AD
AE

，よって a
(

AD
AB
·

(
AD
AD

=
8π2R2

T 2AE

が得られる．ここで，Aを固定して，∆t → 0の極限，したがって D→A，B→A

および E→Fの極限を考える．ここで，AD<

(
AD <AB 3）に注意すると，

AD
AB

<
(

AD
AB

< 1 <

(

AD
AD

< AB
AD

だから，AB
AD =

BE
AE →

AF
AF = 1を用いると極限値が求まる：

a = 8π2R2

T 2 · 2R
=

4π2R
T 2 ．

ニュートンは AB
AD のように

0
0 の形の極限を持つような場合を『プリンキピア』

の中で“消滅してゆく量の最後の比”と呼んだ．結局，1
2 a(∆t)2 = BDのように

∆tが無限小のときに成り立つ関係は，a = 2BD
(∆t)2 と消滅してゆく量の比をとり，

“最後の比” lim
∆t→0

2BD
(∆t)2 （比の極限値）を求めるのが正しい処方だった4）．

最後に，ケプラーの第 3法則 T 2 ∝ R3 を用いると

a ∝ 4π2R
R3 ∝ R−2．

したがって，万有引力の逆 2乗法則 F ∝ R−2 が成り立つ．

3）

(

AD <AB は扇形 C

(

AD < △CAB つまり πR2

(

AD
2πR < 1

2 R · AB より得られる．
4）関数 f (x) について，x が a に限りなく近づくとき， f (x) が α に限りなく近づくならば，

f (x) は極限値 α に収束するといい，limx→a f (x) = α または f (x) → α (x → a) と表す．
一般に，α = f (a) とは限らず，さらに f (a) が存在しない場合もあることに注意しておこ
う．例： f (x) = x/x, a = 0．
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§2.2 微積分記号 dと
∫
― 微積分学の基本定理の起源

ライプニッツ（1646～1716）は 17才のときイェーナ大学で高度な数学に触
れ，そしてそこで受けた講義に強い影響を受けて，生涯にわたって普遍学―哲
学や思想のあらゆる認識を公理から記号的演算によって演繹的に導こうという
企て―を追求することになった（+ p.1の脚注『カッツ数学の歴史』§12.6）．
数学における記号の重視もその一環であった．彼の構想は，数学の分野で，20

世紀の公理論としてようやく成就する．
ライプニッツの微分積分学が生まれるための着想は，数列5）の和と差に関す

る逆の関係に基づくものであった．数列
{
an

}
の階差 bn = an+1 − an から始めよ

う（+ p.16の脚注『高校数学＋α』§§11.1.3）（ここでは
{
an

}
の階差を ∆an と

書く）．数列
{
an

}
の和

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + · · · + an

に対して，その階差 ∆an = an+1 − an からなる階差数列
{
∆an

}
の和

n−1∑
k=1

∆ak = ∆a1 + ∆a2 + · · · + ∆an−1 (n >= 2)

= (a2 − a1) + (a3 − a2) + · · · + (an − an−1)

= an − a1

は数列
{
an

}
の第 n項と初項との差に等しい6）．同様に，数列

{
an

}
の項の和か

らなる数列
{
sn

}
=
{∑n−1

k=1 ak
}
に対して，階差 ∆sn = sn+1 − sn：

∆sn = ∆

n−1∑
k=1

ak =

n∑
k=1

ak −
n−1∑
k=1

ak = an

は元の数列
{
an

}
の項を与える．a1 = 0のとき，∆

∑n−1
k=1 ak =

∑n−1
k=1 ∆ak = an が成

り立つことに注意しよう．

5） a1, a2, a3, · · · , an, · · · のように，番号を付けた数の並びを数列といい，
{
an

}∞
n=1 または簡単

に
{
an

}
で表す．それぞれの数を項，初めの項を初項，n 番目の項を第 n項という．

6）階差の威力を確認しておこう．例えば，数列 {an}=
{

1
n(n+1)

}
は an =

(n+1)−n
n(n+1) =

1
n −

1
n+1 だ

から， n∑
k=1

ak =
n∑

k=1

1
k(k+1) =

n∑
k=1

(
1
k −

1
k+1

)
= 1

1 −
1

n+1 =
n

n+1 .
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ライプニッツはこのような関係を xy 平

x1 x2 x3 xk xk+1 xn−1xn

yk

yn

x

y

面上の曲線に対して拡張することを試み
た．区間 [x1, xn] を多くの区間に分割し，
分点 xk (k = 1, 2, · · · , n) に対応する曲線
の y 座標を yk とする．分割間隔 ∆xk =

xk+1 − xk は一定でなくともよい．こうし
て，数列

{
yk

}
が得られる．

∑n−1
k=1 を

∑
と略

記すると，y1 = 0のとき，先の階差の議論と同様にして
∑
∆yk = yn，∆

∑
yk = yn

が得られ，両者は一致する．
さらに，彼は分割点 xk を無数に多くとり，分割間隔 ∆xk = xk+1 − xk が無

限小 dx となる場合の議論を試みた．このとき，階差 ∆yk = yk+1 − yk も無限
小 dyとなり，

∑
∆yk = yn において yn を yと書き，無限個の和 ( Sum )を表す

場合に記号
∑
を

∫
で表すと，

∫
dy = yとなる．このとき，∆

∑
yk = yn は，形

式的には，d
∫
y = y を与えるので，

∫
dy = d

∫
y = y となる．しかしながら，∫

y =
∑n−1

k=1 yk は無数の有限な yk の和であるから，それが有限になることはま
ず無い．つまり，

∫
y は，無限大になって，そもそも定義できない．そこで，

ライプニッツは有限な y (= yk)を無限小の面積 ydx (= yk∆xk)（高さが yk，幅
が無限小である ∆xk = xk+1 − xk の長方形）にとり替えた．このようにして，∫
ydx (=

∑n−1
k=1 yk∆xk)は区間 [x1, xn]における曲線と x軸の間の面積7）と解釈

できる．このとき，d
∫
y dx = y dx（∆

∑n−1
k=1 yk∆xk = yn∆xn. ∆xn = ∆xn−1 とす

る）は全体の図形の面積から右端にある無限に細い長方形の面積を取り出すこ
とを意味する．関係式 d

∫
ydx = ydxは，現在の数学では，両辺を dxで割っ

て無限小量が顕わには現れないよう
d

dx

∫
ydx = y

のように表され，微積分学の基本定理と呼ばれている．
{xk} や {yk} の階差 ∆xk，∆yk から得られた無限小量 dx，dy はまさに 微分

と呼ばれるものである．一方，無限個の和を表す意味で導入された記号
∫
は

Sumの頭文字から得られ，積分記号といわれる．
以上の議論は §2.6でより詳細により厳密に議論し直される．

7）曲線が x 軸より上にあるときは面積であるが，部分的にでも下にあるときは，文字通りの
面積とは解釈できず，積分値と呼ばれる．



§2.3 導関数 67

§2.3 導関数
デカルトの『幾何学』（1637）（+ p.34）において座標を用いる方法の基礎が

明らかになり，そのおかげで，変数を用いる代数と図形を表す幾何の関係が密
接なものになった．変数 x, yで表された代数方程式は x軸・y軸を座標軸とす
る平面上の図形として表される．x, yの代数方程式は，横軸の変数 xの値に対
応して縦軸の変数 yの値がただ 1つ定まる関数の場合に，取り扱いがたやす
くなる．例えば，y4 = x⇔ y = ± 4

√
xでは，関数 y = 4

√
xと関数 y = − 4

√
xに分

けて考える方がよい．関数 (function)という用語は 1673年にライプニッツが
「（あれこれの働きをする量の）役割」の意味で用いた．関数は，よく知られて
いるように，一般に y = f (x)のように表す 8）．関数の概念を導入する必然性
は，微分に関連する問題を統一的で一貫した立場で取り扱えるようにすること
にあった．導関数―関数を微分して得られるものがまた関数―の存在がそれ
を強力に推進した．
物体には重力・電磁力・その他多くの力が働く．ある物体の空間座標を

(x, y, z)，それに働く力 #»
F の x, y, z 方向成分を Fx, Fy, Fz とすると，x, y, z

はそれぞれ Fx, Fy, Fz のみに支配される．つまり，Fx, Fy, Fz は陰に陽に
時間（時刻）t に依存し，x は Fx のみに依存して，y は Fy のみに依存し
て，z は Fz のみに依存して，それぞれ t の関数として原理的には定まる：
x = f (t), y = g(t), z = h(t)．これらの式は，数学においては一般化・抽象化さ
れて，関数 y = f (x)などと代表して表現される．
関数 y = f (x)において，xを時刻 t，yをある物体の z 座標（高さ）とした

とき，その物体の速度の z 成分（z 方向の速度）を求めることから始めよう．
時刻 x = aにおける瞬間速度を求めるときには，瞬間（＝無限小時間 dt）の概

8）古くは整式，3 角関数，指数関数，対数関数などの具体的な数式で表されるものだけが関数
として扱われていたが，関数概念の発展とともにその制限はとり除かれた．また，x のとり
得る値の変域を連続領域とする制限も取り除かれ，変域の各 x にただ 1 つの実数（または
複素数） f (x) を対応させることだけが関数の条件となった．例えば，数列

{
an

}∞
n=1 は自然

数の上で定義された関数 f (n) = an と見ることができる．
上の関数の定義では，x に対してただ 1 つの値 f (x) が対応するが，場合によっては，複数
の値をとるものも関数ということがある．このような関数を多価関数と呼び，上で定義し
た通常の関数を 1 価関数という．例えば，円 x2 + y2 = r2 は 2 価関数 y = ±

√
r2 − x2 と

同じである．
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念が曖昧なので，有限の時刻差 ∆x (≷ 0) の間の平均速度から考えなければな
らない．平均の速さ (speed)が「動いた距離 /要した時間」であるのに対して，
負の値も考慮した平均速度 (velocity)は「位置の差 /時刻の差」によって定義
される．したがって，時刻 x = aと x = a + ∆xの間の平均速度は，位置の差
∆y = f (a + ∆x) − f (a)を用いて

∆y

∆x
=

f (a + ∆x) − f (a)
(a + ∆x) − a

=
f (a + ∆x) − f (a)

∆x

と定められる9）．時刻 x = aの瞬間速度を求める正しい処方は，ニュートンが
“消滅してゆく量の最後の比”（+ p.64）と呼んだ，分子・分母が共に 0に限り
なく近づいていく場合の比の極限を求めることであり，一般化に耐える方法で
あった：

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f (a + ∆x) − f (a)
∆x

（ = c とおく）．

ここで，∆x → 0は ∆x (≷ 0)が，0で割らないように条件 ∆x , 0を満たしな
がら，任意の方法で 0に限りなく近づいていくことを意味し，limは近づいて
いった極限の値を求めることを意味する．このとき，その極限の値が

•

　存
•

　在
•

　す
•

　る
（＝有限なただ 1つの値になる）ときは，x = aで瞬間速度が定義できることを
意味する．一般の関数 y = f (x)に対して上の極限値が存在するとき f は aで
微分可能であるという．このとき，極限値 cを f の aにおける微分係数とい
い， f ′(a)， d f

dx
(a)， dy

dx

∣∣∣∣
x=a
などと表される：

dy
dx

∣∣∣∣∣
x=a
= f ′(a) = lim

∆x→0

f (a + ∆x) − f (a)
∆x

(
=

d f
dx

(a)
)
.

以上の極限操作の意味を関数 y = f (x) の y = f (x)

A

P

T

f (a)

a a+∆x

f (a+∆x)

∆x

∆y

x

y

O

グラフを用いて調べよう．グラフ上に 2 点
A(a, f (a))，P(a + ∆x, f (a + ∆x)) をとると，
平均変化率 ∆y

∆x
は‘直線 APの傾き’を表す．

ここで，P→ Aとする，つまり点 Pをグラフ
の

•

　曲
•

　線
•

　に
•

　沿
•

　っ
•

　て点 A に，P , A の条件付で，
任意の方法で限りなく近づける．Aの付近で
行きつ戻りつしながら近づいても構わない．このとき，∆x → 0 となるので，

9）一般の関数 y = f (x) においては，∆x, ∆y は x, y の増分， ∆y
∆x は平均変化率と呼ばれる．
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直線 APの傾きは微分係数 f ′(a)の値に限りなく近づく．したがって，直線 AP

は点 Aを通り傾きが f ′(a)の直線 ATに限りなく近づいていく．この直線 AT

を関数 y = f (x)のグラフ上の点 A(a, f (a))における接線，Aをその接点と定
める．よって，微分係数 f ′(a)はグラフ上の点 A(a, f (a))における‘接線 AT

の傾き’を意味する．
微分可能性を具体的に調べてみよう．

例 1：y = f (x) = xn (n = 1, 2, 3, · · · )．この場合，

f ′(a) = lim
∆x→0

f (a + ∆x) − f (a)
∆x

= lim
∆x→0

(a + ∆x)n − an

∆x

なので，公式

xn − an = (x − a)(xn−1 + xn−2a + · · · + xan−2 + an−1)

= (x − a)
n∑

k=1

xn−kak−1

を用いて

f ′(a) = lim
∆x→0

(a + ∆x)n − an

∆x
= lim

∆x→0

(a + ∆x − a)
n∑

k=1
(a + ∆x)n−kak−1

∆x

= lim
∆x→0

n∑
k=1

(a + ∆x)n−kak−1 =

n∑
k=1

an−kak−1 = nan−1

のように x = aにおける微分係数 f ′(a)が定まる10）．実際，分母の ∆xは分子
に表れるそれによって打ち消され，(a + ∆x)n−k は，∆xが（0とならずに）0に
いくらでも近づくとき，極限値 an−k に近づく：

y = f (x) = xn (n = 1, 2, 3, · · · )のとき f ′(a) = nan−1．

10）今のところ，関数の極限に関して成り立つ以下の基本定理は証明なしで使うことにしよう．
（今の場合，x を a + ∆x に置き換え， lim

a+∆x→a
(· · · ) = lim

∆x→0
(· · · ) を用いる）．

lim
x→a

f (x), lim
x→a

g(x) が有限な一定値になる（収束する）とき

(1◦) lim
x→a

k f (x) = k lim
x→a

f (x) （k は定数），

(2◦) lim
x→a

( f (x) ± g(x)) = lim
x→a

f (x) ± lim
x→a

g(x) （複号同順），

(3◦) lim
x→a

f (x)g(x) = lim
x→a

f (x)・ lim
x→a

g(x)，

(4◦) lim
x→a

f (x)
g(x)

=

lim
x→a

f (x)

lim
x→a

g(x)
(g(x) , 0, lim

x→a
g(x) , 0)．
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例 2：y = f (x) =
√
x (x >= 0)のとき，微分係数 f ′(a) (a > 0)を求める．

f ′(a) = lim
∆x→0

√
a + ∆x −

√
a

∆x

だが，
√
x −
√

a =
(
√
x −
√

a)(
√
x +
√

a)
√
x +
√

a
=

x − a
√
x +
√

a
に注意すると，

f ′(a) = lim
∆x→0

(a + ∆x) − a

∆x (
√

a + ∆x +
√

a)
= lim

∆x→0

1√
a + ∆x +

√
a
=

1
2
√

a
.

したがって， f (x) =
√
x

(
= x

1
2
)
のとき， f ′(a) = 1

2
√

a

(
=

1
2

a−
1
2
)

(a > 0)．

例 3：y = f (x) = 1/
√
x

(
= x−

1
2
)
のとき

f ′(a) = − 1
2a
√

a

(
= − 1

2
a−

3
2

)
(a > 0)

である．これを示そう．

f ′(a) = lim
∆x→0

1√
a+∆x

− 1√
a

∆x
= lim

∆x→0

√
a −
√

a + ∆x

∆x
√

a + ∆x
√

a

= − lim
∆x→0

√
a + ∆x −

√
a

∆x
· 1√

a + ∆x
√

a
.

ここで，関数の極限に関する基本定理を用い，例 2に習うと

f ′(a) = − 1
2
√

a
· 1

a
= − 1

2a
√

a
.

例 4： f (x) = x−k = 1/xk (k = 0, 1, 2, 3, · · · )のとき

f ′(a) = −ka−k−1

となることを示そう．k = 0のとき f (x) = 1より f ′(a) = 0．k > 0の場合，

f ′(a) = lim
∆x→0

1
(a+∆x)k − 1

ak

∆x
= − lim

∆x→0

(a + ∆x)k − ak

∆x(a + ∆x)kak

において，極限の基本定理を用い，例 1に習うと

f ′(a) = −kak−1 1
akak = −ka−k−1.

例 5： f (x) = xk √x = xk+ 1
2 (k = 1, 2, 3, · · · )のとき
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f ′(a) =
(
k + 1

2

)
ak− 1

2 (a > 0)

を示すのは練習問題としよう．
f (x) = xα の x = aにおける微分係数 f ′(a)は aを正の定数としたが，実際

には，任意の正の実数 aに対して f ′(a)を考えることができる．つまり， f ′(a)

は aを変数とする関数と見なせる．このことをすっきり表すために f ′(a)の a

を xで置き換え，その結果として得られる関数 f ′(x) (= { f (x) }′ )を関数 f (x)

の導関数と呼ぶことにする：

f ′(x) = lim
∆x→0

f (x + ∆x) − f (x)
∆x

.

我々の扱う殆ど全ての関数は微分可能であり，導関数が存在する．
導関数を求める問題として， f (x) = xα のべき αを（先に調べた整数や半整

数の場合から）一般の有理数：α = m
n
（mは整数，nは自然数）の場合に拡張

して調べよう．x
m
n =

n√
xm（nが偶数のとき x > 0），m < 0のとき x

m
n = 1/x

|m|
n

である． f (x) = x
m
n の両辺を n乗すると， f (x)n = xm．よって，両辺の導関数

{ f (x)n }′ = {xm }′ において，右辺は，先の例より，{xm }′ = mxm−1．左辺を求め
よう．

{ f (x)n }′ = lim
∆x→0

f (x + ∆x)n − f (x)n

∆x

= lim
∆x→0

{ f (x + ∆x) − f (x)}
∆x

n∑
k=1

f (x + ∆x)n−k f (x)k−1

= f ′(x) × {n f (x)n−1} = n f ′(x)x
m
n (n−1).

したがって，n f ′(x)x
m
n (n−1) = mxm−1 だから，

f ′(x) = m
n xm−1− m

n (n−1) =
m
n x

m
n −1 = αxα−1.

したがって，
{xα }′ = αxα−1 （α は有理数）

が成立する．上の公式は無理数の α に拡張できるであろう．つまり残った仕
事はべき α が任意の実数でよいと示すことである．そのためには対数関数の
微分の知識を得るまで待とう．
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§2.4 ε − δ論法による証明
この §では，ε − δ論法の歴史，関数の極限に関する基本定理の証明に
加えて，一様連続や一様収束などの概念の基礎を学ぼう．

2.4.1 ε − δ論法の歴史

微分係数の具体的な計算において，関数の極限に関する基本定理（+ p.69）
（例えば，lim

x→a
( f (x) + g(x)) = lim

x→a
f (x) + lim

x→a
g(x)）を証明なしで用いたが，そ

の証明は極限の概念の
はんちゅう
範 疇では無理である．たとえば，x → aは‘xが aに

限りなく近づく（ただし，x , a）’状態を表すが，これを，普通の証明におい
て利用できるように，x は a に近いある定数などとすることはできない．特
に，x→ 0（限りなく 0に近づく）を考えたり，その逆数に対応する x→ 1/0

（限りなく無限に近づく）を考えると，極限は無限小や無限大と隣り合わせに
存在していることがわかる．このことは極限それ自身をうまく飼い慣らして役
立たせるのは非常に難しいことを意味している．
数学は，できるだけ少ない基本仮定から出発して，それ以外の正しい命題を

全て証明するように宿命づけられた学問である．関数の極限に関する基本定理
（と現在呼ばれる命題）も証明されるべきものと見なされたのは当然のことで
あった．
極限を正しく取り扱う方法の起源は古代ギリシャ時代まで

さかのぼ
遡 る．エウドク

ソス（+ p.11）は，面積や体積を理論的に正しい計算をするために，17世紀に
「取り尽くし法」と名づけられた方法を用いた．それを簡単な例で解説しよう：
長さ aの線分とそれよりずっと短い線分 εが与えられたとしよう．いま，aの
線分の半分を取り除くと，a1 = a/2の線分が残る．さらに，a1 の半分を取り除
くと a2 = a/22 が残る．さらに，半分，半分と取り除いていくと，n回目には
an = a/2n の長さの線分が残る．取り除く回数 nを多くすれば，εをいかに小
さく定めようとも，an は ε より小さくできる．これは，実質的に lim

n→∞
an = 0

を意味する．つまり，n→ ∞の極限で長さ aの線分は取り尽くされる．
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19世紀前半の優れた数学者コーシー（+ p.46）は，厳密性を求めて書かれ
た著書『解析学教程』（1821）において，取り尽くし法のアイデアを基にして
極限を定義した（わかりやすくするため，少々脚色する）：

1 つの変数 y の引き続く一連の値 yn (n = 1, 2, 3, · · · ) が，1 つの定まっ
た値 αに限りなく近づき，最終的には，引き続く一連の値 yn と αの差
が望むだけ小さな値 ε (> 0)より小さくなるならば，この定まった値 α

は，一連の値 yn (n = 1, 2, 3, · · · )の極限と呼ばれる11）．

コーシーは‘極限の定義に，任意に（小さく）とれる
•

　普
•

　通
•

　の
•

　数 εを考えた12）’
ことに注意しよう．これによって，極限―限りなく近づく―という制御不可
能な概念は通常の数の概念に置き換わった．彼は，極限の概念を関数に適用す
るとき，変数 yを関数 y = f (x)の意味で用い，一連の値 yn (n = 1, 2, 3, · · · )に
は関数値 yn = f (xn)を考えた．
ここで，関数の極限と ε − δ論法（+ p.46）との関係を調べておき，引き続

く議論に役立たせよう．現代数学では関数の極限は次のように定義される：

‘ f (x)→ α (x→ a) ( lim
x→a

f (x) = α )’とは‘任意に選んだ正数 εに対し
て適当な正数 δが存在し（選べて），0 < x − a < δとなる全ての実数
xに対して f (x) − α < εが成り立つ’ことである．

ε− δ論法がいわゆる極限の自然な拡張であることを見よう． f (x) − α < εに
おいて，ε→ 0を考えてみる．このとき， x − a → 0のとき f (x) − α → 0，
つまり‘x→ aのとき f (x) → α’―極限―が得られる．逆に，極限を単に有
限に拡張してみよう．‘0 < x − a < δ のとき f (x) − α < ε’とするだけで
は問題が起こる．小さい δに対して同程度に小さい εが期待されるが，実際に

11）その現代的な書き方は無限数列 {yn} の極限値の定義そのものである：
‘yn → α (n→ ∞) ( lim

n→∞
yn = α)’とは，‘任意に選んだ正数 ε に対して或る番号（自然数）N

が存在し（選べて），n > N となる全ての自然数 n に対して yn − α < ε が成り立つ’こと
である．（これは，ε − N 論法とも呼ばれる，数列用の ε − δ 論法による極限値の定義であ
る）．

12）文字 ε が実際に用いられたのは，その著書の分数関数の極限に関する定理の証明において，
“ε を望むだけ小さい数とすると，x >= h で，k − ε < f (h + 1) − f (h) < k + ε となるような h
が存在する”という記述が最初である．
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はそうはならない場合がある． f (x)が x = a付近で極端な増（減）をする場合
（例えば，f (x) =

√
a2 − x2，f ′(x) = −x/

√
a2 − x2 ）を考えると，δが極めて小

さくとも εは
はる
遥かに大きいこともある．それを解決するために，εの方を先に

定めて，‘任意に選んだ正数 εに対して適当な正数 δが存在し（選べて）’とい
うお

まじな
呪いを付けるわけです．

ε − δ 論法の歴史に戻ろう．ε − δ 論法が明確に現れたのはコーシーの 1823

年の著作『無限小解析要論』における定理である：「関数 f (x) は区間 [x0, X]

で連続とし，この間での導関数 f ′(x) の最大値を M，最小値を m とする．こ
のとき，m < f (X)− f (x0)

X−x0
< M が成り立つ」．彼はこの定理の証明を「δと εを 2

つの十分に小さい正数とするとき， ∆x < δとなる ∆xと区間 [x0, X]の任意
の xに対し，不等式 f ′(x) − ε < f (x+∆x)− f (x)

∆x < f ′(x) + εが成り立つような δを
選ぶ．」という記述から始めている．ε − δ論法の名前の語源はここにある．残
念ながら，その記述には重大な見落としがあり，それに気づくのに数十年もか
かったが，結果として一様連続や一様収束という極めて重要な概念を産みだ
し，ε− δ論法の有用性が明らかになった13）．それらの概念については §§2.4.3

で別途議論しよう14）．ε − δ論法はワイエルシュトラス (+ p.46)による 1860

年代の講義のなかで完成された．

13）彼は‘正数 εが与えられたとき，任意の xに対し，不等式 f ′(x)−ε < f (x+∆x)− f (x)
∆x < f ′(x)+ε( ∣∣∣ f (x+∆x)− f (x)

∆x − f ′(x)
∣∣∣ < ε )

が成立する δ (> ∆x ) を選ぶ’として議論を進めた．つまり，
不等式は各 x についてのものであるのに対して，δ は x に依らない共通の値が選べるとし
ている．しかしながら，関数 f (x) は，連続だが，x の変化に応じて病的に増（減）する部分
区間がある場合には，δ は，ε に依存するだけでなく，x に依存していくらでも小さく取ら
ねばならない場合があることが後に判明した．現在，x に依存しない δ が選べる場合は，関
数 f (x) が与えられた区間上で一様連続であると呼ばれる．コーシーは，関数の連続性に
ついて， f (x + ∆x)→ f (x) (∆x→ 0) を ε − δ 論法に焼き直したものと了解していたようで
ある．ただし，彼のいう連続は，x の各点におけるものではなく，区間における連続性に限
られているが，δ は x に依存しないとした．また，彼は連続関数の無限数列 { fn(x)} の収束
性を ε − δ 論法（ε − N 論法）で扱ったが，そこに現れる N は x に依らない―一様収束―
としたために誤った定理を導いた．このように彼の議論には欠陥があったが，このような
微妙な議論は ε − δ 論法だからこそ可能になったことに注意しよう．

14）関数が病的な増減を示す場合もあることを考慮するとき，一様連続と一様収束という概念
が必須になり，関数に関する定理の証明には ε − δ 論法が欠かせなくなった．こんな事情を
教わらずに ε − δ 論法を学ぶ学生も多いようである．そこで，悩み多き学生の良き道案内と
して，数学史的考察に加えて教育的配慮が十分な 中根 美知代 著『ε − δ 論法とその形成』
（共立出版，2010）を薦めたい．
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2.4.2 関数の極限に関する基本定理の証明

ε − δ論法を用いて証明するのは以下の基本定理である：

lim
x→a

f (x), lim
x→a

g(x) が有限な値 α, β に収束するとき

(1◦) lim
x→a

k f (x) = k lim
x→a

f (x) = kα （kは定数），

(2◦) lim
x→a

( f (x) ± g(x)) = lim
x→a

f (x) ± lim
x→a

g(x) = α ± β （複号同順），

(3◦) lim
x→a

f (x)g(x) = lim
x→a

f (x)・ lim
x→a

g(x) = α · β，

(4◦) lim
x→a

f (x)
g(x)

=

lim
x→a

f (x)

lim
x→a

g(x)
=
α
β

(g(x) , 0, lim
x→a

g(x) = β , 0)．

(1◦) lim
x→a

k f (x) = kα ⇔ k f (x) → kα (x → α) は‘任意に選んだ正数 ε

に対して適当な正数 δ が選べ，0 < x − a < δ となる全ての実数 x に対
して k f (x) − kα < ε が成り立つ’15）16）· · · · · · 1◦⃝ を意味する．その証明は
lim
x→a

f (x) = α⇔ f (x)→ α (x→ α)，つまり

任意の正数 ε′ に対して適当な正数 δ1 が選べ，0 < x − a < δ1 となる
実数 xに対して f (x) − α < ε′ が成り立つ · · · · · · 1⃝

から得られる（記号 ε′ や δ1 を用いたのは対応する εや δと必ずしも同じ値に
ならないようにするため）．
証明： 1⃝より k f (x) − kα = k f (x) − α < k ε′（※極限を取らない有限の
範囲で扱っているから，通常の定理が使えることに注意しよう）．したがって，
‘任意の正数 ε′ に対して適当な正数 δ1 が選べ，0 < x − a < δ1 となる実数 x

に対して k f (x) − kα < k ε′が成り立つ’が得られる．ここで，ε = ε′, δ = δ1

とおく，または ε = k ε′, δ = δ1 とおくと， 1◦⃝と同値な結果が得られる．
(2◦) lim

x→a
( f (x) ± g(x)) = α ± βの証明：lim

x→a
g(x) = βを‘任意の正数 ε′ に対し

15）後半部分は 0 < x − a < δ⇒ k f (x) − kα < ε と表せる．
16） ε については，任意に選んだ正数 ε の ε と k f (x) − kα < ε の ε は同一でなくてもよく，
互いに他の正有限倍（よって共に正数）であればよいことに注意する．例えば，
‘任意に選んだ正数 ε に対して適当な正数 δ が選べ，0 < x − a < δ となる全ての実数 x

に対して k f (x) − kα < 2ε が成り立つ’とか
‘任意に選んだ正数 ε/3 に対して適当な正数 δ が選べ，0 < x − a < δ となる全ての実数
x に対して k f (x) − kα < ε が成り立つ’なども許される．
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て適当な正数 δ2 が選べ，0 < x − a < δ2 ⇒ g(x) − β < ε′’· · · · · · 2⃝ と表
すと

( f (x) ± g(x)) − (α ± β) = ( f (x) − α) ± (g(x) − β) <= f (x) − α + g(x) − β

に注意して， 1⃝の δ1 と 2⃝の δ2 の小さい方を δとすると‘任意の正数 ε′ に対
して適当な正数 δが選べ，0 < x − a < δ ⇒ ( f (x) ± g(x)) − (α ± β) < 2ε′’
が成立する．これで (2◦)は証明されたが，形式にこだわる人は ε′ = ε/2とお
くとよい．
(3◦) lim

x→a
f (x)g(x) = αβの証明： 1⃝と 2⃝を用いると

f (x)g(x) − αβ = ( f (x) − α)(g(x) − β) + β f (x) + αg(x) − 2αβ

= ( f (x) − α)(g(x) − β) + β( f (x) − α) + α(g(x) − β)
<= f (x) − α g(x) − β + β f (x) − α + α g(x) − β
< ε′2 + β ε′ + α ε′

= (ε′ + β + α )ε′

ここで，ε′ < 1に選ぶと，

f (x)g(x) − αβ < (1 + β + α )ε′

が得られる．そこで，ε = (1 + β + α )ε′ として， 1⃝の δ1 と 2⃝の δ2 の大き
くない方を δとすると，‘任意の正数 ε/(1 + β + α ) < 1に対して適当な正
数 δが選べ，0 < x − a < δ ⇒ f (x)g(x) − αβ < ε’が得られる．したがっ
て (3◦)が証明された．

(4◦) lim
x→a

f (x)
g(x)

=
lim
x→a

f (x)

lim
x→a

g(x)
=

α

β
の証明： f (x)

g(x)
= f (x)

1
g(x)

のように，商は積の形

に書ける．したがって，(3◦)の積に関する定理を考慮すれば

g(x)→ β (x→ a) ⇒ 1
g(x)

→ 1
β

(x→ a) (β , 0)

が示されれば (4◦)は証明されたことになる．そこで， 2⃝を用いると

1
g(x)

− 1
β
=

β − g(x)
βg(x)

=
g(x) − β
β g(x)

< ε′

β g(x)

となるので，分母の g(x) を条件 g(x) − β < ε′ の下で評価すればよい．
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不等式 x − y <= x − y および x − y < z ⇔ − z < x − y < z 17）を用い
ると，

g(x) − β <= g(x) − β < ε′

だから，

−ε′ < g(x) − β < ε′ ⇔ β − ε′ < g(x) < β + ε′

が得られる．これから，ε′ < β を満たす ε′ を選んで，

1
g(x)

− 1
β

< ε′

β g(x)
< ε′

β ( β − ε′)

と評価される．この結果と 1⃝， 2⃝から

f (x)
g(x)

− α
β
= ( f (x) − α)

(
1

g(x)
− 1
β

)
+

f (x)
β
+

α
g(x)

− 2 α
β

= ( f (x) − α)
(

1
g(x)

− 1
β

)
+

1
β

( f (x) − α) + α
(

1
g(x)

− 1
β

)
<= f (x) − α 1

g(x)
− 1
β
+

1
β

f (x) − α + α 1
g(x)

− 1
β

< ε′ ε′

β ( β − ε′) +
ε′

β
+ α ε′

β ( β − ε′)

=
( α + β )ε′

β ( β − ε′)

よって，
f (x)
g(x)

− α
β

<
( α + β )ε′

β ( β − ε′)（ = ε (> 0) と置く）

が得られる．このとき，

ε′ =
β 2ε

α + β (1 + ε)
（ < β に注意）

となるので， 1⃝と 2⃝および先に定めた δ より，‘任意の正数 β 2ε

α + β (1 + ε)

(< β )に対して適当な正数 δが選べ，0 < x − a < δ⇒ f (x)
g(x)
− α

β
< ε ’が

得られる．したがって (4◦)が証明された．

17）前者は xと yの正負に場合分けして調べる．x, yが同符号のとき x − y = ± x − (± y )
= x − y ．異符号のとき x − y = ± x − (∓ y ) = x + y > x − y ．少な
くとも一方が 0 のとき等号成立．（※ a <= b は a < b または a = b を意味する）．
後者は，x − y > 0 のとき x − y < z，x − y < 0 のとき −(x − y) < z ⇔ − z < x − y．どち
らの場合も −z < x − y < z が成り立つ．
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2.4.3 一様連続と一様収束

慎重に議論を進めたはずのコーシーが間違いを起こし，かつその後の解析学
の発展に決定的な概念となった一様連続と一様収束を概観しておこう18）．
関数の極限の定義 lim

x→a
f (x) = αにおいて αを f (a)で置き換えると関数の連

続の定義になる（ f (a)は，もちろん，存在しなければならない）：

区間 I 上で定義された関数 f (x) について，‘ f (x) が区間 I の点 a で
連続 ( lim

x→a
f (x) = f (a) )’とは‘任意に選んだ正数 ε に対して適当な

正数 δ が存在し，0 < x − a < δ となる全ての実数 x ∈ I に対して
f (x) − f (a) < εが成り立つ’ことである．
もし，関数 f (x)が区間 I の各点 aで連続ならば， f (x)は I 上で連続で
あるという．このとき f (x)は連続関数と呼ばれる．

f (x) が区間 I 上の連続関数のとき，I の各点 a で同一の ε を選ぶと，対応す

ε

δ

y =
1
x

x

y

O

る δ の値は a に依存して変わる． f (x) が極端な増（減）を示すところでは δ

は極端に小さくする必要がある．そのことを区間
I = (0,∞)上で定義した関数 f (x) = 1/xで例解し
よう．今の場合，条件は

0 < x − a < δ⇒ 1
x −

1
a < ε

であるが， f (x) = 1/xが単調関数なので，等式

x − a = δ⇒ 1
x −

1
a = ε

で調べることができる．これから x = a ± δ，

a − x
(a ± δ)a =

δ
(a ± δ)a = ε.

したがって
δ = a2ε

1 ∓ aε

が得られる．これから，εが正定数のとき，aが 0に近づくとともに，δはい
くらでも小さくなっていき，最小の正数 δはない．

18）歴史的発展の記述は，中根美知代著『ε − δ 論法とその形成』（共立出版，2010）が優れて
おり，教育的配慮も深い力作である．
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重要なのは， f (x)が病的な増（減）をしない‘たちのよい’連続関数の場合
であり，そのときは最小の δが存在する．このことを区間 I = [0,∞)上で定義
された関数 f (x) =

√
xの場合に例解しよう．条件は

0 < x − a < δ⇒
√
x −
√

a < ε

であるが， f (x) =
√
x (x >= 0)が単調に増加するので，今度は a = 0がとれる

ことに注意すると，先の例を参考にして，等式

x − a = δ⇒
√
x −
√

a = ε

で調べるのがよい．x = a+ δ，
√

a + δ−
√

a = εより，δ = (2
√

a+ ε) εを得る．
これより a = 0のとき δの最小値 ε2 が得られるが，それは次のことを意味す
る：‘関数 f (x) =

√
x (x >= 0)については，任意に選んだ正数 εに対して正数

δ = ε2 が選べ，0 < x − a < δとなる全ての実数 x (>= 0)および a (>= 0)に対し
て
√
x −
√

a < εが成り立つ’．このように，単に関数が区間 I の全ての点で
連続であるだけでなく，正数 εを定めたとき，I の点に依らずに正数 δが選べ
るとき，関数は区間 I 上で一様連続であると呼ばれる．一般には，

‘関数 f (x) が区間 I 上で 一様連続 である’とは，‘任意に選んだ正
数 ε に対して適当な正数 δ が選べ，0 < x − a < δ となる全ての実数
x, a ∈ I に対して f (x) − f (a) < εが成り立つ’ことである．
（δは εのみに依存し，xや aには依らない）．

コーシーによる関数の連続の定義は，区間の各点における連続ではなく，
区間上における連続であった．また，彼の定義は，‘望むだけ小さくなる’
無限小19）という言葉をもちいて表現され20），明確な ε − δ論法による表現で

19）コーシーによる無限小の定義：‘変化する量が順にとる値が，限りなく減少し，与えられた
どのような量よりも小さくなるとき，この変化する量は無限小あるいは無限小量と呼ば
れる．この種の変化する量は 0 を極限としてもつ’．コーシー以前の数学者は，例えばオイ
ラーは，無限小を“指定されたあらゆる量よりも小さい量であり，実質的には 0 である”と
捉えるなど，無限小を変化する量として扱ってはいない．

20）コーシーによる関数の連続性の定義：‘変数 x に与えられた 2 つの点の間で，それぞれの x

について，差 f (x + ∆x) − f (x) の値が ∆x の値とともに減少するとき，関数 f (x) は，この
間で，この変数について連続といわれる．別の言葉でいえば，関数 f (x) が与えられた端点
の間で x について連続であるとは，変数の無限小の増加が関数それ自体の無限小の増加を
常に作り出すことである’．上の ∆x がコーシーの無限小である（コーシーの記号は α）．
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はなかったが，彼の無限小は変化する量として扱われ，それが故に極限や ε− δ
論法と結びついたのである．コーシーによる関数の区間上における連続の定
義を ε − δ論法で表してみよう：‘関数 f (x)が区間 I 上で連続とは，小さい正
数 ε に対して小さい正数 δ > ∆x が選べ，全ての x, x + ∆x ∈ I に対して，

f (x + ∆x) − f (x) < ε が成り立つことである’．この表現によると，δ は，ε
には依存するが，x, x + ∆xには依らず，一様連続の定義になっていることが
わかる．コーシーは区間上における連続を考え，区間の各点における連続を考
えることはなかった．区間上で定義される導関数 f ′(x) = lim

∆x→0

f (x + ∆x) − f (x)
∆x

はコーシーの手に成る．
コーシーは一様連続の問題よりずっと深刻な誤りを起こした．それは連続

関数 fn(x) 21）を一般項とする無限数列 { fn(x)} が区間 I 上で f (x) に収束する
( lim
n→∞

fn(x) = f (x))とき，f (x)は区間 I上で連続関数になるか？という問題であ
った．彼の証明には誤りがあり，そして得られた結論 yesも誤りであった22）．
それには簡単な反例がある：関数列 { fn(x)} = {xn}の各項 xn は，閉区間 [0, 1]

上で連続な関数ではあるが，x /=1 のとき 0 に収束 ( lim
n→∞

xn = 0 (0 <= x < 1) )，
x = 1のとき 1に収束する ( lim

n→∞
1n = 1)．したがって，極限関数 lim

n→∞
xn は区間

[0, 1]上で連続関数にはならない．
彼の誤りは，例えば，関数列 {xn}を開区間 (0, 1)上で調べるとすぐわかる．

今の場合， lim
n→∞

xn = 0 (0 < x < 1) であるが，それを ε − δ 論法的にいうと，
‘ · · · n > N ⇒ xn − 0 < ε’（ε − N 論法+ p.73の脚注）となる．xn < εに
おいて両辺の対数をとると n logx < log εである．0 < x < 1より logx < 0に
注意すると，n > log ε/ logxが得られ，N は εだけでなく，xにも依存する．
lim
x→1

logx = 0だから，xが 1に近づくにつれて，N は限りなく大きくする必要
がある．したがって，最大の N は存在せず，xに依らない N を選ぶことはで
きない．コーシーは誤って‘選べる’とした．もし，そのことが可能な場合に
は関数列は一様収束するといわれる：

21）当時は無限級数の収束性が問題として取り上げられ，fn(x) は，殆どの場合，連続関数 un(x)
を一般項とする数列 {un(x)} の第 n 部分和： fn(x) = u1(x) + u2(x) + · · · + un(x) とされた．

22）コーシーによる無限級数と連続関数に関する誤った定理：‘数列
{
un

}
のそれぞれの項が同

一の変数 x の関数で，この無限級数が収束するようなある点の付近で，この関数が変数 x

について連続ならば，その和もまた，その点の付近で x の連続関数になる’．
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関数の無限数列 { fn(x)} は区間 I の各点 x において関数 f (x) に収束す
る ( lim

n→∞
fn(x) = f (x) )とする．このとき‘{ fn(x)}が f (x)に一様収束す

る’とは，‘任意に選んだ正数 εに対して，x ∈ I に依らない自然数 N が
存在し，n > N となる全ての自然数 nに対して fn(x) − f (x) < εが全
ての x ∈ I で成り立つ’ことである．

一様収束性を考慮すると，コーシーの誤りを正した定理が得られる：

関数列 { fn(x)}の各項 fn(x)は区間 I 上で連続とする．このとき，{ fn(x)}
が I 上で f (x)に一様収束すれば， f (x)も I 上で連続である．

以下，この定理を証明して §2.4を終えよう．区間 I の任意の点を aとすると
き，lim

x→a
f (x) = f (a)を示せば済む．証明のヒントは

f (x) − f (a) = f (x) − fn(x) + fn(x) − fn(a) + fn(a) − f (a) ．

まず，{ fn(x)}の一様収束性より，任意の正数 ε′ に対して，（ ε′ には依存する
が）区間 I の点には依らない N が選べ，区間 I の任意の点 x, aに対して

n > N ⇒ fn(x) − f (x) < ε′, fn(a) − f (a) < ε′

が成り立つ（※ここが一様収束！）．次に，全ての nに対して fn(x)は連続関
数であるから， fn(x)は区間 I の任意の点 aにおいて連続である．したがって，
ε − δ論法による連続性の定義より，上で与えた正数 ε′ に対して，一般には ε′

と aに依存する正数 δ(a)が選べ
0 < x − a < δ(a) ⇒ fn(x) − fn(a) < ε′

が成り立つ．これらから，n > N および 0 < x − a < δ(a)のとき

f (x) − f (a) = f (x) − fn(x) + fn(x) − fn(a) + fn(a) − f (a)
<= f (x) − fn(x) + fn(x) − fn(a) + fn(a) − f (a)

< 3ε′

となる．したがって，任意に選んだ ε/3に対し，区間 I の任意の点 aで適当な
正数 δ(a)が選べ

0 < x − a < δ(a) ⇒ f (x) − f (a) < ε

が成り立つ．したがって， f (x)は区間 I の任意の点 aで連続，つまり f (x)は
区間 I 上で連続関数になる．（証明終）
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§2.5 ニュートンの運動方程式と不定積分
ニュートンの運動方程式は『プリンキピア』(1687) の中で述べられた 運動

の第 2法則（+ p.62）にその起源がある：運動の量（＝質量 m×速度 #»
v）の

変化（＝質量 m×加速度 #»
a） (

#»
a (t) = d

#»
v (t)
dt

)は，加えられた力 #»
F に比例し，

その力の方向を向く：m
#»
a =

#»
F．ここで，質量や加速度や力は量なので，まず，

それらを数学的計算ができるように数に直す‘儀式’を行っておこう．質量 m

は【単位】に【kg】をとろう．速度 #»
v は，移動量の（時間的）変化率 lim

∆t→0

∆
#»
x (t)
∆t

だから，その【単位】を【m/sec】にとれば，加速度 #»
a は速度の変化率だか

ら【単位】は【m/sec】/【sec】=【m/sec2】である．このような単位のとりかた
は MKS単位系と呼ばれる．力 #»

F については，1 kgの物体に作用して，それ
に 1m/sec2 の加速度（速度の変化が 1m/sec）を生じさせるのに必要な力を 1

newtonという．よって【単位】は【newton】である．以上のことから，運動の
第 2法則を物理量の間の等式として正しく表すと

m
#»
a【kg · m/sec2】= #»

F【newton】

である．ここで，1 kg·m/sec2 =1 newtonであるから，両辺の【単位】は同じも
のであり，等式から外されて，数で表される：m

#»
a =

#»
F．この儀式は，多くの

場合，省略される．上の数式表現はニュートンの運動方程式と呼ばれ，多く
の場合，微分方程式－微分が絡んだ方程式－の形で表される：

m
d

#»
v (t)
dt

=
#»
F .

この運動方程式において，力 #»
F として万有引力を考える．例えば，太陽（質

量 M）を中心として地球（質量 m）の位置ベクトルを #»
r とすると，地球が太陽

から受ける万有引力は
#»
F = −G mM

r2 r̂

（r = | #»r |，r̂ =
#»
r
r
は単位ベクトル，G = 6.67 × 10−11 は万有引力常数）である．

この方程式を解くことによって，地球が太陽の周りを楕円軌道で回ることが明
らかになった．このように，ニュートンの運動方程式を通して，数学は自然の
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基本法則を表現でき，自然現象が根本から理解できるようになった．数学に最
高の価値を認める真の理由はこの 1点にあるといっても過言ではない23）．事
実，力 #»

F として荷電粒子が電場や磁場の中で受ける力 #»
F = e (

#»
E +

#»
v × #»

B) 24）

を考えると，それは電気や磁気が関係する自然の基本法則になっている．さら
なる研究の結果得られたマックスウェル方程式：

div
#»
D = ρ, rot

#»
E + ∂

#»
B
∂t
= 0, rot

#»
H − ∂

#»
D
∂t
=

#»
j , div

#»
B = 0

によって，光の正体は電気と磁気の振動であることが明らかになった．さら
に，極微の世界を探る基本方程式（シュレーディンガー方程式）：

− ℏ
2

2m
△ψ + Vψ = iℏ

∂ψ

∂t

は化学反応の本質や原子核・素粒子の性質を明らかにして，体の組織の働きの
解明，遺伝の本質の究明，新薬の発見に貢献している．やがては生命誕生の謎
にまで迫るであろう．目を大宇宙に転ずれば，アインシュタインによって導か
れた一般相対性理論の重力場の方程式：

Rµν − 1
2
gµνR + Λgµν = 8πGTµν

は大質量の星によって光の進路は曲げられることを示し，光さえも脱出できな
いブラックホールの存在を予言し，さらには，宇宙は 137億年前に 1点で誕生
したと考えられているが，この方程式はその直後に起きたとされる宇宙の大膨
張に根拠を与えている．今後も自然の基本法則に関わる理論が現れるであろう
が，それは数学（もし必要なら，点という概念で捉えきれない‘数’が導入さ
れるかもしれないが）で表現されるに違いない．
自然の基本法則は方程式で表された物理法則であり，本来は数学の場合と

違って測定の操作が関与し，左辺と右辺の物理量の値が一致したときのみ等号
が成立する．ニュートンの運動方程式 m

#»
a =

#»
F でいえば，m

#»
a を精確に測定

し， #»
F を正しく仮定したときのみ‘=’で結ばれる．例えば，野球のボールを

23）ニュートンの運動方程式以後，数学は輝かしい発展を加速している．始めの数十年間で微
分方程式の解法技術を習得し，それ以後は，厳密な証明法の研究・実数の連続性の研究が発
展し，19 世紀末には古代ギリシャ数学以来の念願であった厳密な公理化が完成した．

24）式の各記号の説明は省略する．大学の物理の講義で学ぼう．
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放り投げることを考えてみよう．地球上の物体が地球から受ける万有引力は地
上付近では一定で，よってボールの加速度は一定である．その力のみを考慮す
ると，運動方程式を解いた結果は，下で示すようにボールは放物線を描くよう
に飛ぶことがわかる．ただし，正しい（精確に測定された）加速度を得るため
には，ボールに働く風の影響・空気の摩擦抵抗・地球の自転による遠心力など
も考慮しなくてはならない．
以上のことを考慮すると，運動方程式 m

#»
a =

#»
F においては，適当な力 #»

F を
考えても正確な加速度 #»

a を得ることは難しい．そこで数学においては，等式
#»
a =

#»
F/m の右辺の #»

F に適当と思われる力を代入し，それによって左辺の #»
a

を定義するという，いわば関数の定義と同じような扱いをする．数学としては
その段階で落着とし，物理的には，精確な加速度 #»

a を与える力 #»
F を探し続け

ることになる．
さて，ボール投げ問題の運動方程式を解いてみよう．地上で質量 m のボー

ルの重さを量ることは，かなりよい近似で，その物体に働く地球の重力を与え
る．日本付近の海面上（海抜 0メーター）では m kgのボールに働く重力の大き
さは mg【newton】(g = 9.80)なので，その運動方程式は，方向を考慮して，

m
#»
a = m

d
#»
v (t)
dt

= m

 0
0
−g

 ⇔ dvx(t)
dt

= 0,
dvy(t)

dt
= 0,

dvz(t)
dt

= −g

と与えられる（鉛直上向きを z 方向としている）．ベクトルの性質によって，
各成分の方程式が得られることに注意しよう．x, y 成分については右辺が 0

だから，y = vx, y(t)のグラフの接線の傾きが時刻 t に依らずに 0である．した
がって，vx, y(t)は定数になる（‘ f ′(x) = 0ならば f (x) =定数’に同じ）：

vx(t) = Cx, vy(t) = Cy.

z 成分については右辺が定数 −gだから，y = vz(t)のグラフの接線の傾きが時
刻 tに依らずに −gである．したがって，vz(t)は 1次関数になる：

vz(t) = −gt +Cz .

定数項 Cx, y, z は微分方程式の解に常に現れ，以下に示すように極めて重要
な役割を演じ，積分定数と呼ばれている．一般に，F′(x) = f (x)を満たす関数
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F(x)を f (x)の原始関数というが，F(x)に
•

　任
•

　意
•

　の定数 C を加えた F(x)+Cも
原始関数である：{F(x)+C}′ = F′(x)+C′ = f (x)+0 = f (x) 25）．そのとき，X(x)

を未知とする微分方程式 X′(x) = f (x)の
•

　最
•

　も
•

　一
•

　般
•

　的
•

　な
•

　解は X(x) = F(x) +C で
あり，それを f (x)の不定積分と呼んで，次のように表す：

F(x) +C =
∫

f (x)dx.

C が積分定数である．この書式にしたがうと，微分方程式 dvz(t)
dt
= −gの最も

一般的な解（一般解）は

vz(t) =
∫

(−g)dt = −gt +Cz

となる．
積分定数の重要性を見よう．ボールは xz 平面

#»
v0

θ

x

z

O

上で，時刻 0に，初速 v0 で斜め上に角 θで投げら
れたとしよう．すると，

vx(t) = v0 cos θ, vy(t) = 0, vz(t) = −gt + v0 sin θ

と積分定数が定まる．ボールの位置 #»
r (t) と速度の関係は d

#»
r (t)
dt
=

#»
v (t) だか

ら，不定積分によって

x(t) = (v0 cos θ)t + Dx, y(t) = Dy, z(t) = − 1
2
gt2 + (v0 sin θ)t + Dz

（Dx, y, z が積分定数）が得られる26）．時刻 0でボールの位置 #»
r (0) =

#»
0 とする

と，Dx, y, z = 0となる．よって

x(t) = (v0 cos θ)t, y(t) = 0, z(t) = − 1
2
gt2 + (v0 sin θ)t.

これから，時刻 tを消去すると，時刻に関係しない xと zの関係，つまり，ボー
ルの軌跡が得られる：

z = − 1
2
g
(

x
v0 cos θ

)2
+ v0 sin θ x

v0 cos θ
.

この式はボールの軌跡が放物線であることを示している．

25） F(x)とG(x)が共に f (x)の原始関数のとき，{F(x)−G(x)}′ = F′(x)−G′(x) = f (x)− f (x) = 0
だから，F(x) と G(x) の差は高々定数である．

26）微分して −gt になる関数は − 1
2 gt2 およびそれと定数だけ異なるものに限られる．
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§2.6 定積分と微積分学の基本定理
前の §で不定積分 F(x) +C =

∫
f (x)dxを考えた．積分定数と呼ばれる C は

任意の定数で，この式は {F(x) + C}′ = f (x)に同値である．不定積分を表すた
めに使われた記号はまさに §2.2でライプニッツが用いた微積分の記号である．
この §では，彼の議論を緻密にしよう．
関数 f (x)は閉区間 [a, b]で連続として，区間 [a, b]を n個の小区間に分割

しよう．それらの分点 xk (k = 0, 1, 2, · · · , n)は

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b

の条件で任意に選ぶ．したがって，分割間隔 ∆xk = xk+1 − xk は一般に一定で
はない．また，n→ ∞のとき全ての kに対して ∆xk → 0としよう．
出発する式は {F(xk) +C}′ = f (xk)である．これは

F′(xk) = lim
∆xk→0

F(xk+1) − F(xk)
∆xk

= f (xk)

と表されるが，n→ ∞のとき ∆xk → 0に注意すると，xk <= tk <= xk+1 を満たす
任意の tk を選び，

n→ ∞ のとき　 F(xk+1) − F(xk)
∆xk

→ f (xk), f (tk)→ f (xk)

のように表すことができる．そこで，極限をとる前の両辺に ∆xk を掛けて kの
和をとったものを考えるとき，それらの極限値が存在するならば

lim
n→∞

n−1∑
k=0

F(xk+1) − F(xk)
∆xk

∆xk = lim
n→∞

n−1∑
k=0

f (tk)∆xk

が成立すると期待される．以下，そのことを示そう．
左辺は階差の和の形（+ p.65）になり

lim
n→∞

n−1∑
k=0

(F(xk+1) − F(xk)) = lim
n→∞

(F(xn) − F(x0)) = F(b) − F(a)

となる．右辺 lim
n→∞

n−1∑
k=0

f (tk)∆xk については，極限値が存在する場合に，不定積

分に似せた記号
∫ b

a
を用いて
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∫ b

a
f (x) dx = lim

n→∞

n−1∑
k=0

f (tk)∆xk

と書き表し，これを‘ f (x)を被積分関数とする下端 a，上端 bの定積分’と
いう．
その極限値が正しく定まることを示そう．

a b

y = f (x)

xk x

y

O

f (tk)∆xk は，右図からわかるように，高さが
f (tk) (xk <= tk <= xk+1)，横幅が ∆xk の細い長方
形の面積 27）である．それらを区間 [a, b] で集
めたものは，n→ ∞ (∆xk → 0)の極限で，区間
[a, b] における曲線 y = f (x) と x 軸の間にあ
る部分の面積 28）に一致することが示される．
部分和 S n =

n−1∑
k=0

f (tk)∆xk の tk は n分割したときの各小区間 [xk, xk+1]の中で

任意に選べ，それに依らずに lim
n→∞

S n が存在することを示す必要がある．我々
は関数 f (x) が閉区間 [a, b] で連続としている 29）．まずは，核心部分を証明
しよう． f (x) の小閉区間 [xk, xk+1] における最大値を f M

k ，最小値を f m
k とす

ると， f m
k <= f (tk) <= f M

k (xk <= tk <= xk+1)

である．したがって，S M
n =

n−1∑
k=0

f M
k ∆xk，S m

n =
n−1∑
k=0

f m
k ∆xk とすると，

S m
n <= S n <= S M

n

が成り立つ．そこで，部分和の差 S M
n − S m

n =
n−1∑
k=0

( f M
k − f m

k )∆xk を考えると，差

εn,k = f M
k − f m

k に対して εn,k → 0 (∆xk → 0)であり，εn,k の（kについての）最

大値 εn についても εn → 0 (n→ ∞)である．よって，
n−1∑
k=0

∆xk = xn −x0 = b− a

に注意して

S M
n − S m

n =

n−1∑
k=0

εn,k∆xk <=

n−1∑
k=0

εn∆xk = εn(b − a)→ 0　 (n→ ∞)

27） f (tk) > 0 なら面積， f (tk) < 0 なら面積の値を負にしたもの．
28） f (tk) < 0 の部分は負の値にする．
29） f (x) が [a, b] で連続でない場合にも， lim

n→∞
S n が存在することがある．その場合， f (x) は

[a, b] でリーマン可積分であるといい， lim
n→∞

n−1∑
k=0

f (tk)∆xk をリーマン積分という．
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が成り立つ．これは殆ど lim
n→∞

S M
n = lim

n→∞
S m

n (= lim
n→∞

S n)を意味している．ただ
し，厳密には，それらの極限値の存在を示す必要がある．
そのためには，上限（下限）に関するワイエルシュトラスの定理（+ p.59）：

「集合 S ⊂ Rが上に有界ならば S の上限 sup S ∈ Rが存在する30）

（集合 S ⊂ Rが下に有界ならば S の下限 inf S ∈ Rが存在する）」

を証明済なので，それを用いよう．集合として先ず数列
{
S m

n
}
を考える．S m

n =

xk xk+1

y = f (x)

x′k
x

y

O

n−1∑
k=0

f m
k ∆xkに対して，ある小区間 [xk, xk+1]を分点 x′kでさらに分割して，S m

n+1と

比較しよう．新たな分点記号 xk = xl < x′k = xl+1 < xk+1 = xl+2 を導入すると，
区間 [xk, xk+1] は区間 [xl, xl+1] と区間 [xl+1, xl+2]

に細分され，増分については

∆xk = xk+1−xk = (xl+2−xl+1)+(xl+1−xl) = ∆xl+1+∆xl

となる．このとき， f m
k ∆xk = f m

k ∆xl + f m
k ∆xl+1 であ

るが，区間 [xk, xk+1]における最小値 f m
k とその区間

を細分してえられた区間 [xl, xl+1]，[xl+1, xl+2]にお
ける最小値 f m

l ， f m
l+1 を比較すると，右上図からもわ

かるように，後者の方が一般に大きくなる．したがって，

f m
k ∆xk <= f m

l ∆xl + f m
l+1∆xl+1

であるから（等号成立は f (x)が区間 [xk, xk+1]で一定のとき），

S m
n <= S m

n+1

が成り立ち，
{
S m

n
}
は単調増加数列になる．また，S m

n =
n−1∑
k=0

f m
k ∆xk で，区間

[a, b]における f (x)の最大値を f M とすると， f m
k
<= f M だから，

S m
n =

n−1∑
k=0

f m
k ∆xk <=

n−1∑
k=0

f M∆xk = f M(b − a) < ∞

30）実例で考えるとわかりやすい．開区間 (−∞, b)，数列
{
an | an = b − 1

n , n = 1, 2, 3, · · · }，半開
区間 (−∞, b] を考えてみよう．この 3 集合のどれにおいても，その要素は b 未満または b
以下であり，b 以上の数は‘超えられない数’＝上界と呼ばれる．どの集合でも，b より小
さい要素 a に対しては a < x < b を満たす要素 x が存在する（b が上限であるための条件
である）．最小の上界 b を上限と呼ぶ．
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であり，数列
{
S m

n
}
は上に有界である．よって，

{
S m

n
}
の上限 S m

上限（＝最小の上
界）が存在する．同様にして，数列

{
S M

n
}
についても，同様の議論を行えば，単

調に減少して下に有界であることがわかる（確かめよう）．したがって，
{
S M

n
}

の下限 S M
下限（＝最大の下界）が存在し，S m

n <= S M
n より

S m
n <= S m

上限 <= S M
下限 <= S M

n

である．したがって，
S M
下限 − S m

上限
<= S M

n − S m
n → 0 (n→ ∞)

だから，S M
下限 = S m

上限（= I と書く）が成立する．したがって，

S m
n <= S m

n+1 <= · · · <= I <= · · · <= S M
n+1 <= S M

n

がえられる．ここで，

S m
n <= S n <= S M

n , S m
n+1 <= S n+1 <= S M

n+1

も考慮すると，S n と I の値が共に S m
n と S M

n の間にあるから

S n − I <= S M
n − S m

n → 0 (n→ ∞)

が成り立つ．つまり，S n は I に収束する：

lim
n→∞

S n = lim
n→∞

n−1∑
k=0

f (tk)∆xk = I
(
=

∫ b

a
f (x) dx

)
.

S m
n , S n, S M

n は，区間 [a, b]における連続関数 y = f (x)と x軸の間にある部分
の面積（正しくは，積分値）を求める際に，y = f (x)を階段状に近似してえら
れたものであるが，n→ ∞の極限でそれらが共に極限値 I に収束したことは，
近似無しに面積（積分値）を正しく求めたものと認められる．

ここで，定積分
∫ b

a
f (x) dx について，下端 a・上端 b についての拡張およ

び基本性質を述べておこう．a < b として区間 [a, b] を小区間に分割したが，
a > bとして区間 [b, a]を分割しても構わない：

a = x0 > x1 > x2 > · · · > xn−1 > xn = b.

すると，今度は分割間隔 ∆xk = xk+1 − xk < 0 として議論することになる．
∆xk < 0に留意すると，先ほどの議論は完全にパラレルに進み，a > bのとき
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の定積分
∫ b

a
f (x) dxが定義できる．部分和 S n =

n−1∑
k=0

f (tk)∆xk と上の拡張の議

論から，定積分の基本性質が得られる：

(1◦ )
∫ b

a
{ f (x) ± g(x)}dx =

∫ b

a
f (x)dx ±

∫ b

a
g(x)dx （複号同順），

(2◦ )
∫ b

a
c f (x)dx = c

∫ b

a
f (x)dx （cは定数），

(3◦ )
∫ b

a
f (x)dx =

∫ c

a
f (x)dx +

∫ b

c
f (x)dx (a < c < b )，

(4◦ ) [a, b] で f (x) <= g(x) ならば　
∫ b

a
f (x)dx <=

∫ b

a
g(x)dx，

(5◦ )
∣∣∣∣∣ ∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣∣ <= ∫ b

a
f (x) dx (a < b )．

(6◦ )
∫ a

a
f (x)dx = 0，

(7◦ )
∫ b

a
f (x)dx = −

∫ a

b
f (x)dx (a ≶ b)

(1◦ )，(2◦ )は定積分の定義と §§2.4.2の基本定理で x→ aを xn → a (n→ ∞)

と考えれば，その基本定理の (2◦ )，(1◦ )が適用できる．(3◦ )は後ほど証明する

F(b) − F(a) =
∫ b

a
f (x) dxを用いれば自明．(4◦ )は

n−1∑
k=0

f (tk)∆xk <=
n−1∑
k=0

g(tk)∆xk

から明らか．(5◦ )も同様：
n−1∑
k=0

f (tk)∆xk <=
n−1∑
k=0

f (tk) ∆xk．(6◦ )は定積分と面

積の関係から明らかだが，定義と見なしてよい．(7◦ )もすでに説明したが，こ
れも定義と考えてよい．
最後に，懸案の F(b) − F(a) =

∫ b

a
f (x) dx を導こう．そのためには，∫ x

a
f (t) dt 31）が f (x)の原始関数であることを示せば済む．

d
dx

∫ x

a
f (t) dt = lim

∆x→0

∫ x+∆x

a
f (t) dt −

∫ x

a
f (t) dt

∆x
= lim

∆x→0

∫ x+∆x

x

f (t) dt

∆x
.

31）変数 t で積分する形になっているが，定積分では積分の実行後には積分変数は消えて，上
端・下端の変数のみが現れます．
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∫ x+∆x

x

f (t) dt を評価しよう．積分区間は小区間 [x, x + ∆x] 32）なので，区間

[x, x + ∆x]における f (x)の最大値を f M
x 最小値を f m

x とすると，∫ x+∆x

x

f m
x dt = f m

x ∆x <=

∫ x+∆x

x

f (t) dt <= f M
x ∆x =

∫ x+∆x

x

f M
x dt

が得られ（∆x < 0のときは不等号の向きが反対になる），∆xで割ると，

f m
x
<=

∫ x+∆x

x

f (t) dt

∆x
<= f M

x

となる．したがって，∆x→ 0のとき， f m
x → f (x)， f M

x → f (x)だから，

lim
∆x→0

∫ x+∆x

x

f (t) dt

∆x
=

d
dx

∫ x

a
f (t) dt = f (x)

が成立する．この関係式は微積分学の基本定理 と呼ばれる．この基本定理は
‘

∫ x

a
f (t) dtが f (x)の原始関数（の 1つ）である’ことを意味する：

∫ x

a
f (t) dt = F(x) +Ca （Ca は定数）.

0 =
∫ a

a
f (t) dt= F(a) +Ca だから，Ca = −F(a)と定まり，

∫ x

a
f (t) dt = F(x) − F(a).

したがって，上端 xを bで置き換えると，念願の∫ b

a
f (x) dx = F(b) − F(a)（ = [F(x)]b

a と書く）

が得られる．[F(x)]b
a = [F(x) +C]b

a に注意しよう．

32）簡単のために ∆x > 0 としよう．


